主 


《现代 数学 基础 丛书 》 编 委 会 


m # K 48 


副 主 编 : 夏 道 行 Z 35 FEH 


编 


委 , 《以 姓氏 笔划 为 序 》 


FEZ 
孙 永 生 
B f 
胡 和 生 
LES 


王 世 强 
JE 3 & 
IK < sq 
3 8 3⁄4 
藩 保 明 


王 邓 怀 
ZL £ iÉ 
KÆ K 
= x # 


# K Z 


H WË 
江 泽 培 
严 志 达 
LEE 


内 e ü # 
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这 是 一 本 线 宪 整数 规划 方面 的 数学 基础 节 。 其 中 介绍 了 单纯 
形 算 共 和 它 的 列 生 成 .分解 . 松 弛 技 巧 ; 整 点 凸 包 , 荐 平面 理论 和 制 
平面 算法 ;网 络 放 和 网 络 单纯 形 算 巷 、 截 集 碍 和 最 小 奇 截 集 ; WU 
最 优 基 和 最 优 交 算法 . 拟 隆 多 面体 ;匹配 多 面体 ,2- 匹 配 多 面体 ,、 奇 
乐 不 等 式 , 梳 子 不 等 式 ;线性 规划 对 偶 理 论 , 非 负 和 矩阵 对 个 理论 ,组 
合 对 个 和 全 对 侦 整 数 性 ; ULEAD K AND. i, E 
包 、 货 部 等 著名 的 整数 规划 问题 。 本 书包 售 了 线性 规划 ,组 合 闭 草 
和 整数 规划 中 的 一 些 最 基本 的 定理 。 我 们 期 望 它 将 来 能 被 各 理工 
科 跷 六 和 各 师范 院 校 用 作 运 纤 学 和 线 任 代数 方面 的 补充 教材 。 闽 
读本 书 只 需 具 备 数学 分 析 和 线性 代数 的 基本 知识 ， 各 次 节 的 内 容 
以 及 所 用 的 数学 符号 ,都 是 比较 独立 的 , 因此 , 读者 也 可 以 随意 狗 
选 其 中 感 兴趣 的 章节 陪读 。 

第 一 章 拓 要 地 介绍 了 线性 规划 的 还 论 和 方法 。 这 是 以 后 各 达 
的 基础 ， 

线性 掺 划 柯 题 是 一 个 特殊 的 条 件 极 值 问题 : 寻求 一 个 定义 在 
(s 维 线 性 空间 中 的 ) 凸 多 面体 

{rir E Rs, Az b} 
上 的 多 元 线性 函数 cx 《 通 铝 称 作 目标 泛 数 ) 的 最 大 《或 最 小 ) 
E., Eh 4,8,c 为 给 定 的 m X s,m X 1,1 X n 的 有 理 数 矩阵 ， 
R° 表示 有 理 数 域 上 的 * 维 乒 性 空间 。 

茧 点 . 息 和 边界 面 是 凸 多 面体 的 三 个 基本 的 几何 概念 。 在 线 
性 规划 问题 中 ,每 个 (不 是 和 多余 的 ?约束 条 件 , 对 应 于 《* ERE 
全 中 的 ) 凸 多 面体 的 一 个 边界 面 。 用 代数 语言 描述 的 基本 人 允许 解 
和 和 极 方 向 对 应 于 凸 多 面体 的 顶点 和 先 的 方向 。 大 家 都 知道 ,级 性 


方程 组 
Axr = h 
的 道 解 可 表示 为 如 下 的 形式 


x = zf + > BY» 


其 中 x* REHAT CR, (y BUMARA 
Ay = 0 

的 基本 解 系 . 线 狂 不 等 式 组 : 
Ax =< b 

的 通 解 , 也 可 类 似 地 表示 为 如 下 的 形式 : 


r= > xi + >; Biy,» 2 pi = 0, Pirr 1, 
í í í 


其 中 (e) E SU IKOSBIUNIMAY, lily ROAD eak 3 atan 
Ay = 0 

REKER . AREE RIh , RERA. 

线性 规划 的 一 个 基本 性 质 是 ;假如 已 标 函数 的 最 大 值 存在 : 则 
必 可 在 基本 多 许 解 上 达到 。 单 纯 形 方法 的 思路 是 从 某 个 基本 允许 
解 出 发 , 沿 荐 极 方向 ， 有 从 一 个 基本 允许 解 走 到 另 一 个 基本 允许 解 ， 
使 对 应 的 罩 标 阴 数 值 不 断 改进 ,最 后 达到 最 大 (或 最 小 ) 值 ， 然 而， 
因 难 就 在 于 不 一 定 每 一 次 麦 代 都 能 使 目标 函数 值得 到 改进 。 在 所 
亩 “有 退化 ”的 情形 下 , 甚至 有 产生 “ 玩 循环 ”的 危险 (参见 第 一 章 $11 
中 的 习题 62. 如何 排 除 死 循 环 , 便 是 单纯 形 方法 的 时 要 理论 部 份 . 
书 中 介绍 了 两 种 排除 死 循环 的 方法 ，“ 小 指标 优先 ” (Bland 法 
RD 和 "字典 序 ”(Dantzig EU). 春 字 典 序 也 是 整数 规划 中 的 
一 个 基本 概念 。 

“ 列 生 成 "分解 "和 “松弛 "是 单纯 形 方法 的 重要 组 成 部 分 . 正 
是 由 于 应 用 了 这 些 技巧 ， 才 能 解决 变量 和 条 件 都 上 万 的 大 规模 线 
性 规划 问题 ， 

对 偶 定 理 是 线性 规划 理论 的 核心 部 分 ,很 多 组 合 规划 问题 , 往 
往 必 须 依靠 对 偶 定 更 来 判别 是 否 达 到 了 最 大 值 或 最 小 值 ， 若 把 列 


. z a. 


生成 技术 应 用 到 对 偶 线 狂 规 划 上 , 则 对 原来 的 线性 规 旭 问 题 而 言 ， 
便 是 应 用 了 松弛 技术 ( 忒 者 ,我 们 可 以 称 其 为 “ 行 生 成 "技术 )。 

因为 本 书 主 要 想 介 绍 单纯 形 方 法 和 对 个 理 论 在 整数 规划 中 的 
推广 应 用 ,不 想 涉 及 算 靶 复杂 性 方面 的 内 容 ， 因 此 、 如 Khachian 
方法 ，Karmarkar 方法 , 以 及 单 统 彩 方法 的 有 效 性 的 概率 分 析 等 
方面 , 员 然 都 是 标志 着 线性 规划 的 最 新 进展 ,这 里 就 不 介绍 了 。 

第 二 章 介 绍 了 线性 整数 规划 的 割 平 面 理 论 和 方法 ， 

人 们 常常 用 0,1 变量 来 表示 取 与 会 , 开 与 关 , 有 与 无 等 远 辑 关 
系 。 例 如 对 事件 ?用 z = 1 表示 事件 发 生 ; z 一 0 表示 事件 
PRE, PR RH 


51<x;i< 1, FA n 取 0 或 1 
íf 


RRRSE -MERE 条 件 
2122, HA zx 取 0 三 1 


表示 至 少 有 一 宴 件 发 生 ， 末 件 
25 = 1, 所 有 z 取 0 或 1 


表示 恰好 有 一 事件 发 生 ,条 件 
z — z; = 0, r f x; 2 D SE 1 
表示 事件 i 和 ; 同时 发 生 或 同时 不 发 生 。 条 人 忻 
x; =< xi z; Ñ z; Fa 0 FK 1 
3EORFLS EER j 发 生 后 , i 才 有 可 能 发 生 . 
假设 
P,= (z|z€ R", Ax < b'Y, 
P ,= (x|z€ R*,A7< = bY, 
PERR PUP, 可笑 示 为 如 下 的 形式 
Ax =< #' + wl —%), 
Ar = wl — z; 
#, + z 2 1, 


其 中 的 zor 是 0)1 EBR, R. — 412 RREAK. 

线性 整数 规划 是 一 类 要 求全 部 变量 取 整 数值 的 线性 规划 闻 
题 : 

max cr 

满足 A< 6，x 是 非 负 整数 向 量 。 只 要 求 一 部 分 变量 取 整 数值 
的 线 狂 规划 问题 , 称 
为 线性 混合 整数 规划 
问题 ， 当 所 有 的 整数 
3 E 38 Ez 0 B 1 F, 
则 称 其 为 0,1 规划 向 
题 ， 因 此 ， 线 性 整数 
规划 问题 的 定义 域 是 
所 有 分 量 为 整数 的 允 
许 解 《 即 某 个 多 面体 


os 
r; 
“v 


中 的 “ 整 点 ")， 如 上 图 所 示 ， 

线性 整数 规划 中 的 一 个 最 基本 的 概念 是 “ 整 点 是 包 ”， 贡 包含 
所 有 囚 数 允许 解 的 最 小 的 吓 多 面体 ， 如 图 中 的 ODEFGO， 假 如 
我 们 能 写 出 整 点 凸 包 的 不 等 式 和 杀 件 , 那 末 ,只 要 在 整 点 此 包 上 ， 应 
用 单纯 形 方法 求 线性 规划 问题 的 基本 最 优 解 ， 便 可 得 到 整数 规划 
问题 的 曼 优 解 。 寻 求 整 点 凸 包 的 边界 面 ， 是 整数 规划 中 的 一 个 核 
心 问 题 ， 一 般 地 说 ,要 完 整地 写 出 整 点 凸 包 欧 边界 面 ,是 非常 困难 
的 。 和 但 是 ,从 计算 角度 ,假如 我 们 应 用 了 松弛 技术 , 那 末 ,实际 上 只 
和 需 窟 出 一 部 分 边界 条 件 就 足够 了 ，。 

考 虎 整数 规划 问题 : 

max{c*]x€ P}, 
其 中 
P m {x! Az 5 b, x 是 整数 向 是 }. 
E) P BS rh 12: 
(P): = {x] Eix < di jE TY, 

那 末 ,上 述 整 数 规划 问题 等 价 于 如 下 的 线 福 规划 疝 题 ; 


. 4 « 


maz{csx]| Er < d;,i€ 75, 
候 设 我 们 已 有 J 的 一 个 子 集 及， 使 得 松弛 向 题 
max(cez| E;x < di jE RY 
有 最 优 解 。 并 且 , 不 妨 可 设 , 和 运用 单纯 形 算 落 ， 求 得 的 其 优 基 为 


让 


最 优 解 为 z* 一 Bd, Krh 


d, 
mi, 
d, 
假如 x* PERHE, HEE 4z" <b, BE, x** HERMA R 
的 整数 规划 问题 的 最 优 解 ， 相 反 , 必 存在 某 个 s€ AR, EA 
Bx* > d, 
运用 对 假 单 纯 形 算法 ,以 :为 旋转 行 ,可 确定 旋转 列 1,1 < r < n. 
定义 : 
R = (Rr DU {s}. 
用 RRE R， 然 续 考 扎 新 的 松 缉 问 题 : 
max{er| E;x < 4;,i é Rh 
从 理论 上 说 ,反复 进行 上 述 过 程 , 必 能 找到 整数 规划 的 最 优 解 。 关 
键 之 处 是 如 何 找 出 使 x* 不 满足 的 凸 包 面 
Ex =< d,, 
这 是 一 个 大 家 注目 的 难题 ， 
1958 $Æ, R. E. Gomory 首先 提出 了 “ 割 平面 "的 概念 ,建立 
了 割 平面 算法 ,从 而 使 整数 规划 逐步 形成 为 一 个 独立 的 分 支 ， 
考虑 整数 规划 何 题 的 约束 条 件 ; 
$= {rx|Azr b,x 之 0,x 是 整数 向 最 }。 
车 有 一 行 向 量 w 之 0， 使 得 sd ETERNE, sh 不 是 整数 ， 
MEARAN: 
x € $ => (uA) =< [ub ], 


其 中 符号 Lr! 表示 不 超过 ? 的 最 大 整数 。 这 时 的 条 件 
udr = lub] 


就 称 为 的 一 个 割 平面 ， 
函数 J:R= — R!， 若 满足 : 
Hd) + Ka) < f(a, + 4) 《对 任意 的 由 dé Re), 
则 称 f 是 一 个 超 机 《Superadditive) Mgt, BB I ARE: 
F) < Ka) 《对 任意 的 d< 4), 
则 称 f At AF665838. 
设 A= PaP), P € R", 设 了 是 一 个 非 降 的 超标 函 
数 , 则 有 关系 


re S> DPD) < (GD, 
i=1 


REKE MEE, TEUER, SPRATA HEA A 
天 ,都 可 用 上 述 方法 生成 .关键 是 如 何 找 册 适当 的 非 降 超 加 函数 ， 

Gomory 的 割 平面 算法 也 是 一 种 松弛 方法 ， 用 一 系列 松 强 线 
性 规划 问题 的 最 优 解 去 追 近 整数 规划 最 优 解 。 他 巧 钞 地 利用 了 单 
纯 形 表 中 的 系数 ， 不 断 地 生成 具有 上 述 性 质 的 向 量 x 之 9， 从 而 
生成 一 系列 的 割 平面 : udr Lp， 使 得 加 上 上 这些 割 平面 条 件 
后 ,整数 规划 问题 就 化 为 一 个 等 价 的 线性 规划 问题 . Gomory Ha 
平面 算法 ,能 保证 在 有 限 步 内 求 得 整数 规划 最 忧 解 。 理论 上 是 很 
精美 的 ,但 是 ,实际 计算 时 ,往往 效果 不 很 好 。 这 是 因为 Gomory 
制 平面 不 一 定 是 整 虚 凸 包 的 边界 面 ， 1979 年 ，M. Gritschel 和 
M. W. Padberg 等 人 ， 对 一 些 特 殊 的 整数 规划 问题 ， 例 如 货 部 
(Travelling Salesman) (R| 3421 (Knapsack) 问题 等 。 提出 
了 一 种 新 的 制 平面 算法 ,效果 较 好 。 它 的 特点 是 所 加 的 割 平面 大 
都 是 凸 包 的 边界 面 。 

第 三 章 介绍 了 线性 滋 侣 整数 规划 的 几 称 基本 算 落 :Gomory 
FERE, Beaders 分 解 算法 , 拉 格 朗 日 松弛 法 、 以 及 一 般 的 分 
RERE. Benders 分 和 解法 和 拉客 朗 日 松弛 法 之 间 有 其 内 在 的 联 
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系 ,是 互 为 对 偶 的 方 靶 ， 它 们 巧妙 地 利用 了 线性 规划 的 对 侦 理 论 、 
分 解 原则 和 松弛 方法 。 这 些 算法 是 整数 规划 计算 方 靶 中 很 重要 的 
部 分 。 这些 方法 已 经 在 场 址 选择 等 问题 中 得 到 了 较 好 的 应 用 。 

第 四 章 介绍 了 图 上 的 一 些 特殊 的 线性 组 合 规划 问题 。 这 是 一 
些 能 够 完整 地 写 出 它 的 整 点 贞 包 的 0,1 规划 问题 。 斌 以 认为 , 它 
们 是 属于 线性 规划 和 整数 规划 之 交 。 这 些 组 合 问题 本 身 也 是 图 论 
和 组 合 最 优化 中 的 著名 问题 。 然 而 ,在 这 里 ,我 们 只 涉及 与 线性 规 
划 对 侦 理 论 和 整 点 凸 包 有 关 的 内 容 ， 

在 $1,2 两 节 中 ,首先 介绍 了 图 论 中 有 关 的 基本 概念 ， 说 明 图 
的 很 多 基本 参数 都 可 叙述 成 60，1 规划 问题 。 特别 地 ， 当 图 的 关 
联 抢 阵 是 全 单位 模 矩 阵 时 (和 托 阵 中 任何 阶 子 行列 式 的 值 为 0，1 或 
一 1); 例 如 当 图 是 二 部 图 时 , 则 图 的 很 多 参数 ， 可 直接 写成 线 姓 规 
划 问 题 。 这 时 , 它 的 所 有 基本 人 允许 解 都 是 0,1 解 ,因此 ， 这 时 的 约 
东 条 件 本 身 便 是 一 个 整 点 凸 包 ， 

83 中 介绍 了 匹配 问题 的 整 点 凸 包 , 即 著名 的 J. Edmonds 多 
面体 .这 是 一 个 能 够 完整 地 写 出 整 点 唔 包 的 整数 规划 问题 ， 匹 配 
问题 整 点 凸 包 的 边界 条 件 是 一 些 “ 寄 集 " 不 等 式 ， 这 些 不 等 式 可 以 
利用 最 小 截 集 算 法 生成 . 

54 中 介绍 了 2- 匹 配 问题 的 整 点 凸 色 。 V. Chvátal 称 它 的 边 
界 条 件 为 “梳子 "不等式 ， 这些 不 等 式 也 可 以 利用 最 小 截 集 算法 生 
成 。 后 来 ，M. Grótschel 和 M. Padberg 等 人 把 梳子 不 等 式 的 
概念 ,成 功 地 推广 应 用 色 了 货 郎 癌 题 ,取得 了 售 人 的 效果 ， 

$5 中 介绍 了 一 类 特殊 的 0,1 和 矩阵， 叫做 均衡 矩阵 〈Balanced 
Matrices)， 它 是 全 单位 模 眠 阵 的 一 种 推广 若 4 是 一 个 后 行列 
的 均衡 算 阵 , 则 约束 条 件 

{z| dz = 1,+£ 2 0} 
的 记 有 基本 人 允许 解 都 是 0，1 解 《其 中 的 工 表示 分 量 都 为 1 的 向 
量 ), 并 且 上 共有 如 下 整数 形式 的 对 偶 定 型 


mar J) el as < 1, =E) 


_ 


m min {X y:ly4> w, y 是非 负 整数 向 量 ] 


《其 中 的 w= (wyw) 是 任意 给 定 的 非 负 芒 数 向 量 )。 

86 中 介绍 了 D. R. Fulkerson 建立 的 ,反映 非 负 矩阵 对 偶 性 
的 Block 和 Antiblock 理论 。 从 几何 角度 讲 , 它 是 研究 一 类 凸 多 
面体 的 点 . 面 对 倡 性。 这 里 ,我 们 根据 所 含 的 内 容 ， 称 其 为 非 负 第 
陀 的 配偶 理论 , 它 是 线性 规划 对 偶 理 论 的 应 用 和 发 展 。 例 如 ,对 非 
负 和 矩阵 


1 4 
2 
A mi 
1 
+ 1 
TE 2 Bi 1 £ TEK 
P = {z| Az2>2 1,z > 01 
和 
Q -= {r| Ar < lx = 0]. 
如 左 图 所 示 : 
P 的 所 有 顶点 为 (3, 00)， 
3 4 . 
全 ,二 ),Co,2);9 的 所 有 


项 点 为 《1,0)， (2,4), 


(0, 1) 分 别 以 了 P 和 98 
的 顶点 为 行 ， 可 得 非 负 矩 


1 z 3 阵 : 
3,0 1,0 
3 4 3 4 

B= zy mrez sl 
0,2 Ü 1 


称 下 为 了 的 外 配偶 〈Biock7， 忆 为 4 的 内 配偶 《Antiblock)7。 假 


如 我 们 背 考 察 多 面体 

{x1 Bz 2: 1,z 2: 0} 
和 

{r| Fx =S 1,z > 0), 
就 会 发 更 它们 的 顶点 便 是 4 的 行 。 因此 ,外 (内 ) 评 偶 的 外 (内 ) 孔 
个 便 是 其 本 身 。 当 4 是 一 个 具有 某 种 性 质 的 0,1 BER A 
4 是 均衡 抢 降 时 ), 则 外 (内 ?配偶 BC(F) ERWE 0,1 355. HE, 
可 导出 图 论 中 很 多 著名 的 极 大 极 小 定理 ， 

在 这 一 章 的 $7 中 , 我 们 还 简单 地 介绍 了 “全 对 侦 整 数 性 ”(T. 
DI) 这 一 较 新 的 概念 。， 它 是 金 单位 模 性 的 一 种 挫 广 。 有 很 多 组 
合 对 偶 定 理 , 可 以 通过 全 对 假 整 数 任 来 得 到 证 明 , 

第 五 章 介绍 了 网 络 流 和 网 络 单纯 形 算法 。 求 网 络 的 最 小 携 集 
的 算 靶 《 即 最 大 和 流 算 法 ) 是 线 福 规划 ,图 论 \、 组 合 最 优化 和 整数 声 划 
等 学 科 共 同 的 基本 方法 。 蚌 共 他 很 多 算法 的 基石 。 

$1 中 主要 是 利用 线性 规划 对 偶 定 理 来 证 明 ; 网络 的 最 大 流 
ESTARIA I EE, 

$2 Jr Y KE: MARAR ERRA WHERE (Out. 
of-kitter Method), 

$3 中 介绍 了 E. E. Gomory 和 T. C. Hu #EH1R088  RIBO 
基本 概念， 

$4 中 介绍 了 利用 截 华 树 求 最 小 衣 截 染 的 Y，Chvstal HE. 

55 中 介绍 了 网 络 单纯 形 算法 以 及 旋转 列 的 选取 规则 . 

$6 中 综合 应 用 全 对 偶 整 数 狂 和 非 负 第 阵 的 配偶 性 ,证 明了 图 
论 中 一 系列 的 组 合 对 侦 定 理 ， 

第 六 章 介绍 了 拟 阵 CMatroid)》 在 组 合 规 划 中 的 应 用 。 很 多 
形式 上 十 分 不 同 的 组 合 问题 ， 可 以 统一 地 用 报 阵 的 数学 模型 来 描 
述 ; 很 多 形式 上 不 同 的 组 合算 法 ,也 都 可 统一 地 用 氢 阵 交 算 法 来 描 
述 。 已 经 能 够 完整 地 写 出 氢 阵 的 独立 集 凸 包 人 (简称 氢 降 多 面体 7 和 
两 个 所 阵 的 独立 集 之 交 的 此 包 (简称 拟 陈 交 多 面体 ). 

第 七 章 介 绍 了 三 个 基本 的 整数 规划 问题 ， 


集 台 覆盖 《Set Covering): 
miníez| Ax 之 1,x 是 0,1 AE}; 
AH (Set Partition): 
mar{cr] 4r = 1, z Æ 0,1 HE}; 
WAA (Set Packing): 
maz{ce| Ax <1, 7 R. 0,1 HA}. 
其 中 4 是 一 个 0,1 矩阵 ,1 是 分 量 都 为 1 的 向 量 ， 一 般 地 说 ， 我 们 
很 难 完整 地 写 出 这 些 问 题 的 整 点 山 包 的 边界 面 。 多 面体 
P = {x| dr = 1, x 2 0) 
中 ,虽然 可 能 有 一 些 项 点 不 是 0,1 解 , 但 是 ， 对 任意 的 0,1 M x", 
必 存 在 0,1 解 序列 : 
ly 
使 得 : 
G) x! 和 2 是 了 的 两 个 相 邻 的 顶点 ,而 x” 是 集合 剖 分 问 
题 的 最 优 解 ; 
Gi) ext erft m1, k — 1, 
Ai. ROE 278 Z 2k p *: E EE ita py tE REA 
刘 的 最 优 解 ,但 是 ,至 今 尚未 实现 。 这 里 ， 只 介绍 了 集合 覆盖 问题 
的 一 个 特殊 的 割 平面 算法 。 
第 八 章 介绍 了 著名 的 厚 包 问题 ,也 有 人 称 它 为 一 维 下 料 | 问题 : 


mar [z cil Dy anw, z RR 1). 
Í i 


$1 中 介绍 了 它 的 整 点 止 包 的 一 类 边界 面 。 这 是 一 类 很 有 效 
的 割 乎 面 。 

$2 中 介绍 了 背包 问题 的 递 推 函数 法 ( 即 动 态 规划 方法 )、 最 短 
路 方法 ,以 及 针对 大 规模 问题 的 近似 算法 。 另 外 ,还 简单 地 介绍 了 
Abel 群 上 的 背包 问题 。 

第 九 章 介绍 了 著名 的 货 部 问题、 它 是 和 整数 规划 的 发 展 紧 密 
联系 在 一 起 的 , 

1954 ££, G. B. Dantzig, D. R. Fulkerson 和 S. M: 


o 10 = 


第 一 章 线性 规划 


IE £ É £ 
线性 规划 问题 的 标准 形式 为 
R ma s= om OO 
HERH 
Qachilu O) 
x2>0, jmi, n, (3) 


其 中 的 coco; 都 是 已 知 的 实数 ，zxi 是 未 知 量 . (1) KAHR 
殉 数 , (23 和 (3) 称 为 约束 条 件 。 满 足 方 程 组 (27 的 解 {risan} 
车 同时 又 满足 条 件 (3), 则 称 其 为 允许 解 。 使 目标 函数 x。 的 值 达 
到 最 大 的 允许 解 , 称 为 最 优 解 . 利用 向量 和 和 矩阵 的 符号 , 记 
e= (ci. ° TAP 
Gut Bn 
4 人 


A = 《ai Gi J) í = 1,2," "mmn, 


Gi 
P = : ME E i EFT EEERT T 
nf 


MCGI GGO EA 


X max x= ez, 


满足 条 件 

ka Axm b i= 1,2,:" " m, z 2 0, 

RESA 

求 max x,=% cz, 

满足 条 件 
Fi spi b, -ALFE Ea SY TIEREN 
ja 

或 者 简单 地 写 为 


求 max {r t, = cz, Az = b,x 2: 0}, 
#mmBr 2 RIESBU EL TRER3KEOR min cx， 则 可 等 价 地 化 为 求 
{一 max( 一 ez)}。 假 如 所 给 问题 的 约束 人 条件 中 含有 不 等 式 
Aix < bi W Aar Z b 
别 可 等 价 邮 化 为 如 下 的 等 式 条 件 
A TT bye; = 0, 
或 
Aix — Xari = bist pri 2 0, 
称 zx, 为 松弛 变量 
约束 条 件 (2),(3) 记 确定 的 定义 域 是 高 维 空间 中 的 号 多 面体 ， 
一 个 多 面体 的 最 基本 的 绝 念 是 顶点 和 和 团 ， 顶 点 称 为 多 面体 的 和 零 维 
HRE, ERAUR. 下 面 所 定义 的 基本 允许 解 和 极 方 
向 是 顶点 和 秘 的 代数 描述 ， 引 进 单纯 形 家 是 为 了 使 计算 过 程 表 格 
化 ， 
对 线性 规划 问题 , 求 max(x,|z, = cx, Ax = b,x 2 01, 
设 系数 第 阵 4 的 秩 等 于 行 数 m, M 4 hiraRBURUB m A 


* 13 ° 


P, Pi, ;Pi,, 构 成 4 的 一 个 mx mu p 3eBE B = (Pi Pie 
P, d EBRIA (EH 13| = 0。， 则 称 下 为 线性 规划 何 题 的 一 
个 基 。 变 量 tiot Sn WOO BOERE, KARIERE B 
的 非 基 变 量 。 对 基 B =(P Pr Pi )， 让 所 有 的 非 基 变量 都 
到 零 值 后 ,约束 条 件 化 为 

xi,Pi, tt z; P. tt zi. P, => 5, 
#le m Bt 


则 上 式 可 写成 
利用 高 斯 消去 法 ,可 解 得 


记 向 量 


称 方程 组 (2) 的 解 
Kj, T bws rin T Bas 其 余 z; == 0 (4) 
为 对 应 于 站 的 基本 解 ; 车 满足 HB-'b 0， 则 称 其 为 基本 允许 解 ， 
而 这 时 的 8 称 为 允许 基 ， 
-对 应 于 基 号 一 《Pi Pi,)， 孝 虚线 性 方程 组 


L. 
D) a = fj, 


izi 


: G) 


í 
>; Gi, T Cint 


定义 向 量 及 


Ep E 《ci 


则 (5) 可 号 为 
zxPi, = cr anbi g ™ Cims 
或 者 
zB = ca, 
利用 高 斯 消去 法 ,可 解 得 
r= c FB”. 
#k x GRATE 8 0056 gaya. ArH 4z b 的 两 边 ， 
可 得 
一 cB Ax = cyB 15 = wh, (6) 
从 z = cz 的 丽 边 减 (6) 式 的 丽 边 ,可 得 
r, — wh = cx — z Ax, 
pp 
z, + (rA — cje = xb, (7) 
HEXEORAC IRA H MAMA 

to x + CaP; — i Dba Hore + Pig — ci b, | = =b. 

定理 1.1 对 基 B, # B42 2 0, B cB A- c > 0, 
HREF B 603 ARWGEERDILW. RZE EERME, i 
这 时 的 基 B 称 为 最 优 基 。 

证 明 ; 由 BS, TAUER DH (zA 一 c)= 
(¿IB A 一 c) > 0) 则 对 一 切 人 允许 解 r AKRA 一 eho, 
很 据 关系 式 472 TAES ARHAR r rb, (Hj 
许 解 (4) 使 且 标 函数 值 达到 zb, REKER, ER. 

对 应 于 基 B 一 《Pi Pi EDERA Ax= b 中 ,从 第 3 
个 方程 解 出 变量 xi;,， 代 人 其 他 各 方程 , 则 可 化 成 如 下 的 等 价 形式 


B-lAx = B'h, 
与 方程 (7) 联 在 一 起 ,可 得 关系 式 
A) e 


我 们 称 线性 方程 组 (3) 的 系数 矩阵 


.» I5- 


CBb c BA — e 
(as ° BUA ) (9) 
为 对 应 于 切 BAA tE T(E). lie 
cB b = by, (10) 
Ë 
m-f: ) C11) 
ban 
bi 
BP; 一 ; i- 1,25m, <12) 
baj 


xP; — z; = cg B P; — cí = ba, = 1,2, (13) 
Hi 
ba ba `" ° Bos 
TCB) = a) |? $a 
bmi ba ...: b, 
对 任意 的 基 B = (P; Pi... Pi) W TCB) m Cha), 对 应 
于 每 一 非 基 变量 z, % tD m + 1 AERAR ARA 
y Pi +. E y Pi + y; P; = 0, 
它 的 解 集 是 一 条 直线 。 记 其 中 使 y; 一 1 的 解 为 


yi 
y=| :| (14) 
y; 


记 
yt, 
多 一 |、 
Ht. 
HJ yi WE 
Byk + P, = 0, 
py 


. 16 © 


y; = —B Pi. 
因此 ，? 满足 关系 
yl = —bjp f = LZ 
及 一 也 (15) 
y = 0, WEAR yE, 
称 y! 为 基 如 的 一 个 对 应 于 非 基 变 量 x; 的 极 方向 ， 根 据 定 义 , 有 
性 质 


Ay = Byh + P; = 0, (16) 
因为 
b ™ c B IP; — ti = > €; b; — €; 
r 
一 $) aly) + (—yl)s; 
= -J cyh 
kas 
因此 有 窒 质 
cy _ — hii, (17} 


EM 12 对 任意 的 单纯 形 家 (b), BARIERA 
b: < 0.5; < 0 1,2,. fit, 

则 对 应 的 线性 规划 问题 或 者 无 允许 解 ,或 者 o 无 上 界 , 因此 无 最 
优 解 

证 明 : 由 定理 的 假设 及 极 方向 ¥ 的 定义 (15), 可 知 y > 0, 
由 17) 可知 cgi > 0， 现 在 ， 若 问题 有 允许 解 *>， 则 对 任何 实数 
1> 0, 有 关系 Alas + Ly!) — Ax + )Ayi = As = b, z + y! 2: 
0, Ai, x 十 4y! BP org, B 3 1 一 于 co 时 ,有 

e(x + 17 和 一 十 co。 

证 毕 . 

一 个 极 方 铅 yi, HE y 0， 则 称 其 为 一 个 极 射 向 ， 

对 基 B e (Pitt Pin)? 设 其 单纯 形 表 TE) = Cba) 


a 17 " 


JR rH F5,.,r 22 1, s (Hl z, REE r tE 
ER), ERE (6) 作 如 下 的 行 初等 变换 


Bi = sj 0.1, m (18) 
rs 


Bi = ba — buit rie Ohan (19) 
可 得 矩阵 (5s)， 从 对 应 于 单纯 形 表 (51) 的 方程 组 


t 十 > biz; == boys 


£=1 
> biz; = busi = 1.2," mt 
jmi 


38, 上 述 变 换 相 当 于 从 第 了 个 方程 中 解 出 变量 x Ghi x; E% 
非 基 变 最)， 然 后 将 其 伐 人 其 他 各 方程 ， 也 就 是 说 , 用 z 代替 基 
变量 *%,， 因 此 ,可 得 以 下 定理 。 
定理 13 纪 上 述 初等 变换 后 所 得 的 矩阵 (Bi;) 是 基 
B= (Pis Pi P.P; . Pia) 
的 单纯 形 表 ， 令 


L ， (w 


划 . 
($B) = En (bhi), GD 
我 们 称 变换 (18)，(19) 为 《r ,+) wE. 称 5, DR 
25, 5 为 旋转 询 , r 为 旋转 行 ， 旋 转 列 所 对 应 的 非 基 变 量 称 为 旋 人 
变量 ,旋转 行 所 对 应 的 基 变 量 称 为 旋 出 变量 


52 单纯 形 方 法 


BARDEN- NFE B=(P;- Pins W T(B)=(5). 
以 后 再 介绍 初始 允许 基 的 求法 。 由 于 8 是 允许 基 , 所 以 b, 2 0 
G= 2, mD, 

单纯 形 计算 程序 

1) # 2 0,G = 1,2, an) WSR., REEM LI, 
我 们 已 获得 基本 最 优 解 : 

xj, 2 (其 余 分 量 )， 
ME i 

s= min{jf by < 0,; > 1}, 

2) E $, < 0,G = 1.2, ` * m), MPRE. 根据 定理 1.2， 

已 知 问题 无 最 优 解 。 相 反 , 痣 
0 = min Pela, > 0,1 <i<xl 一 各 


假如 达 寺 最 小 的 比值 不 唯一 ， 则 取 其 中 所 对 应 的 基 变 攻 捐 标 晤 小 
的 行 作为 *。 即 取 指 标 r 满足 


k = min fi, Ë =, > 1) 
ír 
《这 个 选取 指标 r+ 及 “的 规则 ,通常 称 作 小 指标 规则 )。 


3) 作 (r,s) 旋转 变换 ,得 基 5 K T(B)= (Gy, Hp 
B= (Pi Pi J P.P i P; D) 


kp ~ j= 0,1, sn, 


Ba = ba — Ži bis 0 < í z < mmj 6, 


用 G) RE Go), 852981. 
定理 1.4 PRD 中 记得 的 基 H 仍 为 一 多 许 基 。 


证 明 : 由 bp > 0, bo 2 0, 可 知 Bm Pt > 0, Hirr E 


b; < 0, 则 
$, = b, — e by = ë, 2 0, 


车 六 >0, 风 出 步 又 2 中 9 及 的 取 兴 ,可 知 
Ba m bu (22 — Ža) m ba ($8 — 6)>o, 


证 毕 ， 
定理 LS 步骤 3) 中 所 得 的 【Bi) 使 得 
Da 2 bws 
HHRH Bs 一 0 BF, Da = ba, 
证 明 ; 因为 ba > 0, 6,22 0, b, < 0， 所 以 


Ba — b m (— P=) bn > 0, 


当 且 仅 当 如 0 了 时， 各 一 如 一 0。 证 毕 . 

定理 1.6 ”上述 计算 程序 必 在 有 限 步 内 终 正 ， 

证 明 : 根据 定理 1.4, 可 知 计算 过 程 是 由 允许 基色 多 许 基 的 交 
次 鸽 代 。 因 此 ,只 要 能 证 明 讨 算 过 程 中, 基 不 重复 出 现 ， 那 末 ， 由 
于 基 的 总 数 是 有 上限 的 ,程序 也 就 必须 在 有 限 步 内 终止 于 步 台 1) 或 
2). 下面 我 们 用 反 证 靶 。 假设 对 基 个 线性 规划 问题 ， 运 用 上 述 算 

T(B)— T(B)— +. —T(B ) —T(B8.). 
将 变量 的 指标 {1:2 x} 划分 为 互 不 相交 的 子 集 IJH 之 和 ， 
使 得 
jel, SARH x 是 所 有 B, 的 基 变 量 。 了 称 作 图 定 基 变 
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量 指标 集 ， 

je H, HERH x; 是 所 有 B, HERH., HKEE 
基 变 量 指标 集 

i€ J， 当 且 仅 当 x; 既是 其 B, 的 基 变 量 , 也 是 某 B, 的 非 基 
变量 。 J 称 作 循 环 变量 指标 集 ， 

将 行 指标 (l,:-- , my 划分 为 互 不 相交 的 子 集 L. M 之 和 ， 
使 得 对 任何 的 基 8,， 满 足 

iE 工 ， 当 且 仅 当 ， 第 ;个 基 变 量 的 指标 ¿€ 1. L 称 作 非 旋 
转行 指标 集 . 

ié M， 当 且 仅 当 ， 第 i 个 基 变 量 的 指标 六 E J， 对 称 作 旋转 
TERE. 

设 T(B,) = (5), r= 1,2,-.. k, WH T(B,) 变换 到 
TCB) 的 旋转 行为 rb)， 旋 出 基 变 重 的 指标 为 r, WEA RE 
基 变 量 指标 为 s，( 当 然 , 此 时 的 旋转 列 也 为 5)， 其 中 

r= 1,2,: k, 
而 B. 一 中。 根据 上 述 定 义 , 立 即 可 得 


k š 
J= U {s} = U (r, 


š 
M = UJ (rO). 


根据 定理 1.5 的 前 一 部 分 ,可 得 
b, < bh = ` ` ` < bb < bis 
因此 有 


bh = bš, = s., = bt, 


根据 定理 1.5 的 后 一 部 分 ,可 得 
bian = DFe 1,2; sk, 
根据 旋转 变换 关系 式 
$, = ba — Bae, G = ry; š, = s, 


立 邯 可 得 


ba m bi =. = bh, i= 0,1,-: "m, 


因此 有 
8 一 站 2 
BR 
bn = 0E Mt = 1,2,--. k. 
定义 


9 = max(ilj€ J} 
设 yer =g, 对 T(B,) = i), RIDIR 1 中 旋转 列 的 选取 
规则 ,可知 
bi, < 0,54 之 0,j€ Ma}, 
令 向 量 
Z = (z,,z;x* 2) 
其 中 z; = blj = 1,2,.，" ,x。 根据 5; 的 定义 C13), 有 关系 
Z = ca BrtA — e, (22) 
对 TCB) = (hi) A B, 一 《PjsPi*… P )， 重 新 记 == s, 
r(e) = r,W) j, 一 q. 办 为 对 所 有 的 i EMA bac 0, HER 
系 (21)， 由 步骤 2 中 旋转 行 的 选取 规 风 ,可 知 
bi Ob > 0,65, << 0. € Mdr} 
这 是 因为 
iE M&E, 
j = q = max(jli€ J}, 
HERH i€ Mir}, 使 b > 0, 则 因为 
= (1 < q, 
就 应 该 选取 i 为 旋转 行 而 不 取 z. 
对 单纯 形 表 TCB,)， 设 对 应 于 的 极 方向 为 y. MRE 
质 (16),(17), 有 关系 式 
Ay = 0,cy = —bi > 0, (23) 
由 (22) 和 (23) 可 得 关系 式 
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Zy = (en BP A)y — cy = B, < 0, (24) 
男 一 方面 ,由 Z 和 3 的 定义 可 知 
z; = Bi 0, jE 7, 
yi = D, i6 H, 
z; 0, je Mah 
yí 2 0, jE JMa), 
因此 可 得 关系 式 


Zy = 2) ny = 21 zy 
im] its 


“= >: Zi; 一 bhb 
dedi 


= — hib > 0, 
这 就 与 关系 式 (24)7 互 相 了 矛盾 ， 证 毕 ， 
例 1 k 
MAX y £, — Fa 
满足 m 
一 为 + x, =< 1, 
z< 2, 
xz, > 0,x, z: 0. 
ER mh ERR., 
化 成 标准 形式 为 ; 
求 max x, = x, — x+, 
WE 图 了 


—x, + x; + x; = 1,z;, H x, = 2, 


X, STETE ZA 
基 B= (PP) 的 单纯 形 表 为 


Eyi 3; 23 x, 


0 —I 1 0 O 
1 —i 1 1 ol 
\2 0 1 OÓ 1) 
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在 T(B) rh,BS 23527 y 和 y 为 

~ y'= (1,0—1,1, —6)7, y = (0,1, —1—1,—2)7, 
在 TCB) 中 , 若 以 加 为 旋转 元 进行 旋转 变换 , 则 可 得 基 B, 一 
(P .P.P,) 的 单纯 形 表 TCB), 


10 0 1 2 0 0 
1 1 1 0 O 

T(B) 一 0 2 1 1 0 
— 0 — —6 0 1 


对 应 于 B, 的 基本 解 为 | 

z = Gr = 5,x, = 0,z, = 0,x, = 5, w —9, 
B, 是 允许 基 , 对 应 的 基本 解 为 图 中 o A. B, 不 是 允许 基 , 对 应 
的 基本 解 为 图 中 n 点 ,旋转 变换 (1,17, 使 基本 解 on 沿 着 极 方向 
y 走 到 了 基本 解 o, ABA TY, 已 超越 定义 域 边 界 。 假如 作 
(3，1) 旋 转变 换 ， 则 可 得 对 应 于 基 Bi (P.P.P. 的 单纯 形 表 
T(B,), 


1 1 
7 Ü —— Ü 0 — 

3 3 

3 2 一 上 
03 

2 0 3 l ç 

1 ， L, 1 

> 1 3 0 y 


对 应 于 B, 的 基本 解 为 允许 解 : 
3 7 


z = 7, n= Ton = 0, amp t = — n = 0, 


2 


旋转 变换 《3.1)， 使 基本 解 n 沿 着 极 方向 y 走 到 了 基本 解 e, 
下 面 让 我 们 从 允许 基 B, 开始 ,进行 单纯 形 程序 . 


. ł5 >» 


1. 因为 br — <, # = 2, 
2. 因为 
. f3 72 7 /4 7 /1 9 
8 = min + — 1, /1,1 二 一 全 
3°27 3?27 3 4’ 


L= 3,09 r= 1, 
3. 作 (1,2) 旋 转变 换 后 ,得 T (B), 


3 oo To 4 
4 2 4 
2 0 i 3 0 —L 
Cp) 4 2 4 
T B, = . 
l o o — 1 — 
2 2 
l i alo 1 
4 2 4 


B84 一 《P,PsP,), 对 应 于 B, 的 基本 解 是 图 中 的 点 om。 
因为 所 有 的 bo > 0, # B, 是 最 优 基 , 基 本 其 优 解 为 
x, = ui, +£, == 二 ,zi 一 Ü,x, — $ xz == 0, 
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下 面 介绍 第 一 个 基本 允许 解 的 求法 。 对 线性 规划 问题 《1)， 
(2),(3), 不 妨 可 设 P, = D, 一 2， * m, 不 然 的 话 ， F b 
两 边 乘 一 1 即 可 。 让 我 们 考 左下 述 辅助 问题 。 

求 mo n 

max x= > >: liitis (25) 
t=i 1=t 

满足 

y; + > Gjt = b, 

jmi 
- . . C26) 
Ya 十 Planit; = ba 

j=1 


a 26 = 


is a tls z, Z 0, (27) 
对 辅助 问题 ,显然 有 一 个 现存 的 基本 人 允许 解 : 
yim b 0, m 1,2, m, 


z = 0, j= 1,2,1, 


对 应 的 单纯 形 表 为 
0 D 0 -5 LEY 一 5 a 
i=l dm1 
b, 1 gu gia 
bn 1 my t’ ans 


我 们 称 这 个 基 为 人 造 基 。 从 人 造 基 开 始 ,应 用 单纯 形 程序 , 必 可 求 
得 问题 (25),(26),(277 的 最 优 基 (因为 目标 函数 值 有 上 界 )。 设 求 
得 的 基 为 B,T(8) = (bi),i==0,1,-..,m;ij= D1 


G) Æ max s= ba < J! bo WARG), (2), OEE 
解 i 

GI) # max s = ba = > 5;， 则 显然 所 求 得 的 辅助 问题 
最 优 解 满足 条 件 i 


yı = 0.íi= 1,2, ,m, 

这 时 有 了 两 种 可 能 性 ; 

1) 8 的 基 变 量 全 为 x 变量 , 则 8 已 是 (1),(2),(3) 的 一 个 允 
许 基 ,此 时 ,只 要 在 表 G) 中 去 掉 附 加 的 1,2,…m 列 ( 即 对 应 于 
y; 的 列 ), 同 时 用 CCsB 15,C28 A 一 C) RTC bas bas"; bas) 
后 , 即 得 初始 允许 单纯 形 胡 

2) 车 8 的 基 变 量 中 含有 3》 变量， 也 就 是 说 ，(51》 中 含有 茶 
7 行 ;对 应 的 方程 为 如 下 形式 


y, + 2 b, + $ bri d, 
Fe isj 


其 中 y, DEREGI GED 为 非 基 变量 ， 若 这 时 所 有 
的 bri = 0, 即 为 


Y, -+ = [2921 = 0. 
LARI 


则 方程 组 (2) 线 性 相关 ,其 中 的 第 + 个 方程 可 以 去 掉 。 若 至 少 有 某 
个 h,= 0, G€ J), WEI Go. s) 旋转 变换 ， 可 得 基 B 及 表 
(CB)， 而 其 中 Ži = bo 22 0,i== 0.1," m, B 中 减少 了 一 个 ? 
Ara, ARH AATED 1), 

根据 单纯 形 算法 ,直接 可 得 如 下 的 结论 。 

定理 1.7 ”线性 规划 问题 (1);(2) G) EENE, MWKA 
基本 人 允许 解 ， 

定理 1.8 线 件 规 划 问 题 (1), (2),(3), 车 有 最 优 解 ， 则 必 有 有 
基本 最 优 解 . 


$3 改进 单纯 形 方法 


单纯 形 算法 所 需要 的 只 是 下 面 一 些 数据 : 

(i) 8 

Cii) 旋转 列 s= min(ij|b; < 0,} > 1}; 

GHY (b,,' b. d = BO P Chost b.) = ya = Bb; 

Civ) 0 = min fe b;, > 0,11 < i < ml == =. 
经 (r,s) 旋转 变换 后 就 可 得 到 新 的 基 B. 从 计算 公式 中 可 以 看 
由 ,这 些 数据 只 要 知道 B, 就 可 直接 从 问题 的 初始 数据 {4,5,c] 
计算 出 来 ， 当 基 上 8 旋转 变换 到 B BF. B 很 容易 从 了 B 修正 
得 到 . 

定理 1.9 B~ = EB”, 

证 明 : RA B = (Pae Pra PR Pha Pinha = P 
P, P.P... Pin h MARE, BOR 一 月,， 其 中 


. 3%. 


E,, = 


因此 可 得 
B7B = (BBY = p2 = E, 
B~ = FB™, 
we. 
改进 单纯 形 程序 ， 
设 已 给 初始 允许 基 B ~ (Pist P i ). 记 


bu bis b 
B = > tgm B p=] :| 
bai ban bmo 


1. 计算 单纯 形 颖 子 = = C B 1; 


2. 计 算 bo =P; — Cji, (51,2, n, 
(通常 称 b; 为 检验 数 ) 
车 所 有 的 ba 220, i= 1... MARRE, RIER 
优 基 ， 和 相反 , 设 
b= xP, — C, < 0, 21, 
by; = zP; — C; 2 0,1 < j < s; 
3. 计算 向 量 
BTP, = (bust tt sba) a 
若 所 有 的 b,<0,(1<i=< m), MPRE, AMALAR. H 
反 , 求 
6 = min I> <i< 叫 ， 


i= min fi = 0, > 0}; 


4. 形成 初等 变换 类 阵 En 
5.8 = (P, P r I P Pi. Pia) 
B i= E, B, 
r= É,,zas 
然后 转 到 步骤 1. 
一 个 基 下 ， 即 使 本 身 很 稀 酸 (中 了 中 非 零 元 素 所 占 的 比率 很 
Jy, B 也 可 能 变 得 很 移 密 ,例如 


t |= vj- m |= w |= x|- 


| 


1 1 


[ 


l 


t 
l 
[=>] 
A 
I 
] 
l 


| 
] 


但 是 , 我 们 知道 ,8 可 以 分 解 为 LU， 因 而 B= U L, 其 中 
L,L RETZA, U U~“ 都 是 上 三 角 和 矩阵 ， 进一步， u 
和 L7 又 可 以 分 别 表示 成 初 纤 变 换 和 矩阵 的 冬 积 。 因而 8 有 
如 下 形式 的 U,L 分 解 表示 式 

B = YU; UPL PL a Lr, 
其 中 U7! AELEZA, Lrt 都 是 下 三 角 矩 阵 。 臂 如 对 上 述 
数字 例子 而 言 ，3 可 表示 成 如 下 形式 

一 

其 中 


U;yt = 1 T ,TI 一 1 3 


mje wje nie s]— mim 


Lī’ =~ 1 , Li = —1 1 ; 


. 3i + 


在 每 个 初等 变换 矩阵 中 ,只 有 一 列 不 是 单位 向 量 ， 因此 ,实际 上 只 
要 记录 这 一 列 就 够 了 。 例 如 就 上 述 例 子 而 言 , WRTA E; 
Us! LZ Lyt Ly Li! 


tej 
I 
l 
| 
l 
| 


k 
à 


就 相当 于 记录 了 各 初等 变换 矩阵 ,从 而 也 就 记录 了 8B :。 但 是 ,我 
EZRA EREE 8B“! 往往 稀 柱 得 多 。 为 了 减少 计算 过 程 
中 的 数据 存储 量 ,也 为 了 先 分 利用 系数 炬 阵 4 RE RANEE 
把 B”: 表示 成 上 述 的 初等 变换 甜 阵 染 积 的 形式 ， 
在 改进 单纯 形 算法 中 ,假设 我 们 已 有 一 个 允许 基 了 ,并 且 B! 
已 袁 示 成 初等 变换 些 阵 的 乘积 : 
B! = EB::E,, 

则 有 关系 : 

x= CEE E, 

P, 一 BOP, = E,E,. "E .P,, 

P, = B = E Egat Eb 
A (r, 旋转 变换 后 得 基 B, M 

B: = E „B = E „E, E, E, = Ept En 

为 了 减少 计算 过 程 中 的 累积 误差 ,当天 增加 到 一 定 程度 时 ,可 周期 
地 对 B-: 雷 新 求 它 的 0, 上 分 解 式 ， 


$4 人 允许 解 的 一 般 表 达 式 


设 opetan" 是 线性 规划 问题 (1), (2),《3) 的 所 有 基本 公 许 
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解 。 设 yt... y" 基 它 的 所 有 的 极 射 向 。 KE, RAEE 
看 作 是 极 射 向 , 记 作 y¥， 因 此 、 候 如 v 一 0， 实际 上 表示 问题 没 
有 被 射 宙 , 即 定 义 域 有 界 ， 
定理 1.10 + 是 允许 解 的 充分 必要 条 件 为 : 存在 非 负 实数 
Rist po ps 使 得 满足 
xz 一 >) 2 D piy, > 1, = 1, 


证 明 ; 充分 性 。 由 Ayi 0, Ax = b, 


Ax = D 1, Av! + > my 


bal 


-5 Rib, 


HI u 0>, z 220, yi 20, TA x > 0, 因此 z 是 允许 
解 。 
必 轨 人 姓 ; 对 + 的 非 老 分 量 个 数 进行 数学 归纳 。 若 允许 解 * 的 
非 零 分 经 个 数 是 1, 设 为 
zí, > Ü,z; = 0, 1 < j x j < z, 

则 必 可 找 由 适当 的 w 一 1 个 向 量 , 设 为 Pij Pin E B — (P; 
Pare Pi) 构成 一 个 基 ( 即 P Pi, RETA) 而 这 时 ,对 
应 于 8 的 基本 解 便 是 x。 现 在 假设 对 非 专 分 量 个 数 小 于 * 的 一 切 
ME *， 定 理 成 立 , 从 而 证 明 等 于 > 时 也 成 立 。 不 失 一 - 般 性 , 设 
+ 满足 

z>0,ij=1,2,---,r, 

xz=0,i=r+ I, n. 
若 这 时 ,向 量 P... P, 线性 无 关 ， 财 必 可 找 出 适当 的 如一 > 个 
向 量 , 设 为 PJn,…… ,Pn， 和 使 得 号 一 《Pi PP Pa) 构成 
一 个 基 , 和 而 对 应 的 基本 解 为 *， 若 Pre P, 线 姓 相关 ,不 妨 可 设 
HE Peot Pl) 是 Po- P, 中 的 最 大 线性 无 关 组 ， 
因此 ， P. P, 都 可 用 Pra Ís P, 线性 表 出 。 设 Perote 
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Piin 基 适 当 的 m+ k — r tat, Ea 
B= (Par P.P. n: Pata) 

构成 一 个 基 。 记 TCB) = (G). Z8 T(E) 中 的 极 方向 F= 
(y: yo 五， 其 中 

ys. 1,y = = y = 0, 

ya —bi i = 1,2,- ms 

y = 0, JE 2205 S E, 
由 4 多 一 0， 可 知 


P 一 5 Crin) Parie 


但 是 ,我 们 已 经 知道 P, 可 用 Pinot "P, BERE , Nr 8 
ya (= "= ym™ 0 
下 面 分 两 种 情形 考虑 ， 
(i) 若 y, Z 0, imkis, 则 7 是 一 个 极 射 向 ， 不 
WER, CHE y. fE 
x= = — 6y', 
. fe . x, 
8 = min |>, I<;<;| > 
容易 证 明 ，x* 仍 是 允许 解 。 但 此 时 ，* 的 非 零 分 量 个 数 必 小 于 
r (因为 x= 0,i= r Fl, n, E. emo BAAR, r 
可 囊 示 为 
x' = > iix 十 > KY, 
imi 了 二 出 


其 中 
> k= 1,21 22 0,44 2 0, 
因此 可 得 
z= z -+ 0y — x lix? + Cp "F OJy! + > y. 
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Gi) Æ y; 中 有 正 有 人 负 ， 则 作 
r = x— GF, z” = x + 0,y', 
-其 中 
0, = minii] y > 0, = E> 0, 
™ 位 | 7 | >, 


o = min f] y <o} = 2 >, 
F; — 1. 


容易 证 明 ，2z ,*” 都 是 允许 解 , B'I Say R Ski F r. 
由 归纳 法 假设 ， Ks 可 表示 为 


z = >; axt + 2 Bys 


= 51 e + Dy, 


= 20 
其 中 
> 2: 1, > 2; = l1,2,47 at 20. 
t= t=; 
但 是 
x = 0, r 8, z”, 
0, + 8, 8, + 6, 
代入 后 可 得 
£ = 5 bx 十 > piy» 
tal #=0 
其 中 
ô , e ” 
2 = — u -+— 1 
@+0 6ta T? 
e e pr 
— — j L — a, 
F” 9 +O i to 
Him 
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21 = 11,2 0, 2 0, 


imt 


证 毕 。 
$5 HEHH 


从 单纯 形 方 法 中 ,我 们 已 经 看 出  RMWEREESUYIRIER 
max{Cx| Ar = b,x 2: 0] (28) 
相当 于 求 一 个 基 B, {E Bh > 0, BAAB = = C B”: 
满足 条 件 z=42 C、 现 在, 我们 考虑 间 题 
min(sb s4 > C), (29) 
其 由 a= (Guia, n) 称 问题 (29) 为 (28) 的 对 偶 规 划 ( 或 者 乘 
子规 划 )。 称 满足 条 件 ud > C 的 # 为 对 偶 人 允许 解 。 使 wb 达到 
最 小 值 的 对 偶 多 许 解 , 称 为 对 偶 最 优 解 。 

定理 LN (28) 和 《20 的 任何 介 许 解 * 和 w， 必 满足 关系 式 
ub >> Cx. 

H: 由 dreb, £ uAr= ub, JH uA > C KE x*> 0, 
得 xb = wdx >> Cs, E. 

定理 1.12 3 BE (28) 的 最 优 基 ， 则 e = = CaB ! 是 
(29) 的 最 优 解 . 

证 明 : 由 引荐 最 优 基 , 则 CBA — C > 0, Ai, "=== 
CB 是 一 个 对 但 允 许 解 。 设 x* 是 对 应 于 8 的 基本 最 优 解 ， 则 
有 关系 

Cr’ = CpB ib = y'b, 
由 定理 1.11。 对 任何 对 侦 人 允许 解 “， 有 关系 : 
ub > Cr = u’h, 
因此 s 是 一 个 对 侦 最 优 解 ， 证 毕 。 

一 个 基 B, HERT x 一 CB EIRA, UPR A 

对 偶 介 许 基 ,而 对 应 的 x 称 为 基本 对 侦 允 许 解 , 若 使 < 为 对 侦 最 优 
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解 , 则 称 昌 为 对 偶 最 优 基 ,而 x 称 为 基本 对 偶 最 优 解 . 定理 1.12 说 
明 一 个 最 优 基 必 是 对 侦 最 优 基 ， 

定理 1.13 《28) 和 (29) 若 同时 看 在 允许 解 , 则 必 同 时 有 基本 
最 优 解 ,县 

min ub m max Cr, 
u 为 对 个 允许 x 为 允许 

ERA: 出 定理 LILHA Cx 有 上 界 , 因 此 ,应 用 单纯 形 方法 ， 
必 可 求 得 一 个 最 优 基 ,再 根据 定理 1.12, 命 题 即 可 得 证 ,证 毕 , 

定理 LU 允许 和 对 偶 允 许 解 w, e 是 最 优 和 对 候 最 优 解 
的 充 要 条 和 件 为 


(wA — C)xz° = 0, 
证 明 : 由 定理 1.11、1.12,1.13， 容易 推 得 x**，w' ERREN 
对 侦 最 优 解 的 充 变 条 件 汶 


Cx = wb w Ax". 
由 此 ,命题 即 可 竺 证 ， 证 毕 。 
由 于 天 关 0w4 一 和 0， 故 上 述 完 要 条 件 等 价 于 
(wrP;— Cijela 0, j == 1.2... ..n 
ANSHIK w, EBNER j, 满足 Pi > C; ( 称 3 
对 (29) 是 松 的 )， 则 一 切 最 优 解 x"， 必 使 z; == 0 (# ; wP (282 JE 
RAD, FERRIER x's EREI j, 满足 w > 0, GE I 
对 (28) 是 松 的 )， 则 一 切 对 偶 最 优 解 w， 必 使 ¿P Ci (#k j 对 
C29) 是 紧 的 》。 
对 偶 理 论 是 线性 规划 中 的 基本 理论 ， 利用 对 偶 理论 ， 可 以 证 
明 有 关 线 性 不 等 式 组 的 一 些 基本 结果 ， 
定理 1.15 线性 不 等 式 组 Az 之 上 相 窒 的 充分 必要 条 人 性 为 : 
对 任意 的 满足 
sA = 0, Z: Ü 
的 ws， 都 使 “b < 0. 
证 明 : 考虑 线性 规划 向 题 : 
min{0x| Az > b}, 
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它 是 问题 : 
maxf67wU71L4TUT = 027 z> 0) 
的 对 偶 规 划 。 根 据 对 偶 理 论 可 知 
{Ax >b) 有 允许 解 所 > 
miní(0z| Ar > b} = 0 <> 
marx{ġ"uT | ATuT =a Qu = 01 = 0, 
还 毕 ， 
定理 1.16 设 4x >b 有 人 允许 解 , 且 
Az > b => vx > á, 
MU EER s0, E n'A = gu'h 2> d, 
IEH: {4r > b= ax >> dY <> 
min{ar]| Ax 2 b) > d <> 
max{ġ uT | ATu! = a! u" > 01 2 d, 
故 必 存在 向 量 x >> 0, 使 得 wwA 一 aw 2 d, TH, 
假如 我 们 将 对 价 规 划 的 变量 作 如 下 的 变换 ; 
u! = w — u, > 0 > 0, 
则 对 侦 者 划 (29) 可 以 写成 如 下 的 标准 线性 规划 形式 : 
求 mar—5!1uí 十 bo, 
满足 
Aw + Ar + y = cT, 
WUY = 0, 
根据 定义 ,(30) 的 对 侦 规 划 应 窟 为 


$ min 一 xTC7， 


(30) 


一 z747 >> b, (31) 


丙 题 (31) 就 是 问题 (287。 册 此 ,一 个 线性 规划 问题 的 对 偶 的 对 但 ， 
便 是 其 本 身 。 
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假如 原 线 性 规划 癌 题 对 如 下 形式 
R max(Czx | Ar < b,x > 01, 
那 末 , 容易 证 明 ;, 对 偶 规 划 应 写 为 
求 min{ub|uA > C,“ > 01. 
这 时 ,松紧 关系 可 写成 如 下 形式 
AFR x',w' 分 别 是 最 优生 的 充 守 条 件 为 
(wA — C)z' = 0, Ar — b) = 0, 
一 般 地 ,假如 原 线性 规划 问题 呈 如 下 形式 
求 max Cr + Ey, 
满足 
Ax + Fy= b, 
Ar + Fy < š, 
z => 0, 
那 来, 容易 证 明 ,对 偶 规划 应 写 为 
$ min wb + Ë, 
满足 
sd 二 sd > C, 
uF + oF = PF, 
v = 0, 
这 时 ,松紧 关系 可 写成 如 下 形式 
HRAMA Gy), Gó, 分 别 是 最 优 和 对 侦 最 优 
解 的 充 要 条 件 是 
《ad + PA — CP = 0, 
(it + Fy° — 85 = 0, 
右面 的 图 表 可 能 会 有 助 于 我 们 记 


ð 
包 对 偶 关 系 . A y max 
单纯 形 方法 是 通过 人 允许 基 《所 有 “| a Fl-s 
的 Bi 2: 0) 的 逐次 迭代 ,直到 所 有 的 ocra F | 
hi 之 9《 即 所 得 的 允许 基 也 是 对 个 允 mi Y] 
许 基 )， 所 谓 对 侦 单 纯 形 方法 ,是 通过 网 3 


对 偶 允 许 基 的 逐次 迭代 《 即 始终 保持 所 有 b; > 0), BEL 
bn 2: 0《 即 所 得 的 对 侦 允 许 基 记 是 允许 基 )。 
对 侦 单 纯 形 方法 的 计算 程序 : 
PR LEa HAE 下 一 《Pi P. D ASE 
T(B) = (bai). HEA 
b; 057 = ly ,#, 
P 2.35 ba 22 0,i= 1, m, WER, PRE KE 
优 解 。 相 反 , 设 
j= min{j lb < 0i = 1,- mi, 
PR 3. 若 bytmi, n, WERE, Breo 
产生 矛盾 ,问题 无 允许 解 。 相 反 , 求 
日 一 max iz: b; < 0,1 <i<n), 


Í 
ri 


s= min {60,5 <0,1<i<d), 


DR 4. b, 为 旋转 元 , 作 旋 转变 换 后 ,可 得 基 
下 一 (Pi Paoi Pi.) 
以 及 T(E) = G), Hih 
b, 


Bim jt, n, 


Š 


Tr 


By = ba bi ri Alyn, 


H B 代替 B,T(By RẸ 7(B)， 然 后 转 到 步骤 1. 
对 个 单纯 形 方 法 ， 实 际 上 就 是 在 对 偶 规 划 问 题 上 应 用 通常 的 
单纯 形 方 法 . 


S6 变量 带 上 界限 制 的 线性 规划 癌 题 


这 一 节 , 让 我 们 考 由 如 下 形式 的 问题 


a 40 +» 


max[zx,]z, = Cr, Ax => b,0 < x < d), (32) 
其 中 
d, 
a=] |, 024 < +e, = 12... n 
d, 
虽然 将 条 件 z < di 化 为 x; + xi = di (xj 之 0) 后 ,就 可 合并 齐 
4z 一 上 中 ， 但 是 ,这 样 就 往往 会 使 单纯 形 表 扩大 到 很 难 计算 。 这 
里 ,我 们 介绍 一 种 不 需要 扩大 单纯 形 表 的 计算 程序 ， 
对 基 B= (Pi. P. 2, Ë TCR) = Chi), 让 
J= (|z: 为 8 的 非 基 变量 }， 
(121 表示 了 的 任 一 剖 分 ， 即 
LUR = J, 7, = $, 


定义 
za = bio— D, badji 0,1, .sm 
iej 
称 方 程 组 
r = Cr, Az = b 

的 解 ; 

Ko = Zas 

xj, T Zos im l,m, 

' . (83) 
z = di, JEJ; | 
好 =， jéj 


为 对 应 于 下 的 剖 分 i) 的 基本 解 。 
定理 117 ER jeJ A ba 20, 对 jE 由 有 bá < 0, E 
0 za Sdim 1,2,-. . m WIE T BRIE I 的 基本 
解 便 是 (327) 的 最 优 解 。 
wH: 因为 
= bm 一 > batj 一 > bi; 
ie iej 
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ó 2 0, EPP 


# 
z, < bx 一 5 LI 
APE 
因为 
by < 0,zx; < d;,J € 7,, 
故 


z < 加 一 > bodi = zw, 


ié Ja 
另 一 方向 ,对 应 于 剖 分 {了 |J,} 的 基本 解 恰巧 使 
t= za, B OS zo Ei 1,2, em, 

Aik (32695 uA, EE. 

变量 带 上 界限 制 问题 的 计算 程序 : 

1. 任 给 一 基 B = (Piee Pi) WAAT B KIE ER 
T(B) = Chi). BWA {A 如 下 ; 

J = {iln 为 非 基 变量 ,使 by 之 0}， 

h= {ilz 为 非 基 变量 ,使 hi < O), 

LË 0 =< zo = d;, i= t, 0, m, MPR, BE 
1.17, 可 知已 获 最 优 解 。 相 反 , 设 | 

h= minli; za < 0, 或 zs > dpl =< í < mY, 

F sa < 0, WERP 3; 若 zo > di, WEAH 4, 

3. 若 对 所 有 的 jé€ J,, A, bi > 0; 对 所 有 的 J€ 7,, 有 5, < 
0, WE r L hEBE 3 J E BIR iris ie L. HHE, UY 

0 — max 也 | PEJ ba c0 BE jb >> o}, 


s= min fiio, BS je, 8, by <0, 8 JEJ M, 
5 > oh RARHSES, 


< 
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4. 若 对 所 有 的 1681, A b,<0; 对 所 有 的 ¿€ 7,, 有 bu 
09， 则 第 + 个 方程 是 矛盾 方程 ,问题 无 允许 解 , 步 驮 终止 。 相 反 , 设 


6 — min H jeJb i> 0 R jE ba <O}, 
ri 


s = min fi o, HE jeJ BJ, 有 b; > 0, 35 
ry 


je B, k <). 


然后 转 到 步 5. 

5. PE Cras) 旋转 变换 后 ,可 得 新 的 基 

B— (Pi. Pi ,了 Pi t Pin) É TCE) = i), 

6. 若 ze <0 € f,, WE h= QASQU iodi = 1; Ë sa < 
0, é J,, MWE A _ Ui, = JNS. 

E za > di,s E J, WE J 一 JNS, Ja = J Uji za” di,s 
s€ 1,, WE y, — J,,J, = OUAU je 

7. 置 


Za = Ža — > Badji = 0,11," m 


#€ J 

以 B,T(B),ss 分 别 代替 BTE), so, RADA 2. 

定理 1.18 算法 中 所 得 的 T(B)— Gi) MiA} 
满足 : 

当 ie? 时 ， Bi > 0, 

当 jel 了 时， y; < 0, 

证 明 : 这 里 ,我 们 只 证 明 傅 形 x dj,，s& L. 对 其 余 的 情 
形 可 完全 类 做 地 分 别 证 明 . 

根据 步 又 4， 这 时 有 bn < 0, but, 根据 步骤 6， 这 时 有 
adoh = GAOU;, AA 


= b 
b; = b; 一 a bis 


# je) = J, H hi < 0, WE bi 220, TI Bi Z bu 2 0; 
# jeJ = 1. B,.5; > 0, 由 由 p RIME, Tf A 
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Bb; = bj (经 一 9) > 0, 
Pr 


E ie fN. MB jeJ, Wit b; < 0, 这 了 时, 若 5 之 4， 则 显然 
有 bi < bi < 0; E p; <0, WIB 0 RE TA 
如 


bo = bs; — 0) == 0. 


最 后 ,车 i= s MII 
šu, = -7< 0, 


IE. 
定理 1.19 z< zws 
Fo 一 sn6， 当 且 仅 当日 二 0 时 
证 明 : 这 里 也 只 证 明 情 形 ta > dj,,s& J, 其 他 情形 可 完全 
类 似 地 证 明 。 AA 
Zo 一 Ba 一 2 Beid; 


iH 


= > Ë; d, 全 Bdi, + Bud, 
ith 


= 2 -= > Byd; 一 Bodi, 
j€é jy 
= ba — Oba — 21 Coy — 05,;)d, + Odi, 
itj; 
= Z “一 HET -> 4; Je 
AE 8 守 9， 命题 即 可 得 证 .证 毕 ， 

定理 1.26 上 述 变 量 带 上 界限 制 问题 的 计算 程序 必 在 有 限 
步 内 终止 ， 

证 有 明 : RRITA Ep, AERE BRAD (7,|7.y 不 
重复 出 现 ( 即 不 发 生死 循环 ), 风 步 台 必 在 有 限 步 内 终 让 ,现在 ,我 
们 用 反 证 靶 ; 假 设 对 某 变量 带 上 界限 制 问题 (32), 上 述 算法 产生 了 
死 循环 
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T(B) > T(B,) -> > T(8,) > T(B). 
(ly (nl {JEI} (nln 
将 TCE) 的 列 指 标 人 符合 (1... y WHAT F G,H 之 
和 ,使 得 
j€ F<—> x) 是 所 有 的 B, 的 基 变 量 。 称 F 为 辐 定 基 变 量 指 
mA, 
EH x ERA B, WERTE., SKHX M yE 3E2E EE 
指标 集 ， 
je G< x; HEH B, 的 基 变 量 ， 也 是 某 B, 的 非 基 变 量 . 
称 G 为 循环 变量 指标 集 
将 TCO) 的 行 指标 集合 人 1,… ml HUDAT L. M 之 
各 ,使 得 
IEL ATE i 个 方程 的 基 变量 z, VE je F. RLE 


对 应 于 固定 基 变 量 的 行 指标 集合 。 

iE M < 这 位 于 第 ;个 方程 的 基 变 是 %， 必 使 EG， 称 M 是 
对 应 于 和 拍 环 基 变 量 的 行 指标 集合 ， 
设 


TCB.) _ (bi), t ant EREET f 
zo = bh — 21 bydpt lero ki 0.1, ,ms (34) 
HFH 
由 T(B,) 变换 到 TCE) 的 旋转 行为 xD， 放出 基 变 量 为 tns 
旋转 列 为 族人 非 基 变 量 为 x, 一 1 而 B, = 8). 
根据 上 述 定义 ,立即 可 得 


G= Ú => U rn hM m ltd), G3) 


根据 定 埋 1.19, 可 得 
2 
即 


gh (36) 
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入 此 ,在 循环 过 程 中 ,所 有 的 0 一 0, BH bi = 0, = 1, ek H 
旋转 变换 关系 
Š; 一 b; 一 Ob, 
立即 可 得 
by = 0 
由 刀 ,,. 一 9， 可 得 
bi = 0, H JEG, =l, k, (37) 
今 
q = max{i|li EG}, (382 
为 了 书写 方便 ,不 失 一 般 性 ,假设 r = s= q, 而 对 1 <: < $, 
s q. Hi r0)" v,f) = r (BL T(BO 的 旋转 行为 v, 对 
MESRA r T (Bí) 的 旋转 列 为 9， 旋转 行为 r) W 
B, = (Part P. )+Bi= (Pr- Pij = 9, 
对 TO) 一 《 引 )， 根 据 旋 转行 的 选取 规则 ,可 得 
Ü < zh < 号， 对 所 有 的 i EG 
因为 不 然 的 话 ,就 不 能 取 z, 为 旋 出 基 变 量 ， 
对 zh 有 两 种 不 同情 形 ; 
E zw 二 0， 则 由 步 凶 6 可 知 gé Ji, 《对 2 < £ < f); 
F za >d Al gE (WL 2=<: < P. 
记 对 应 于 B, 的 部 分 UR) 的 基本 解 为 


z! = Cxi,» `` zk), 


其 中 
x), =a zk £ = Lytte, (39) 
x)= djaj € Ti, (40) 
好 一 0， 其 余 的 分 量 ， (412 

对 TOD — Gh), HTF xt 是 (32) 的 基本 解 ,自然 必 满 足 方程 ; 

z, + 21 bhie + D 的 对 一 bh. (42) 
felf i 
令 


a 46 e 


G, = (G(1JDNg,H, = HNJ, 
G, = (GN R, = H (Jt, 
由 于 
bf, = 0.j6 F, 
s= 0,j ENH, 
则 
所 十 拉克 十字 bhi t D Bl + D) Bd = M. (43) 
iG, iG jif: 
下 面 分 四 种 情形 讨论 
G) sh <0,z = zm < 0,q € J. 
因为 对 所 有 的 ye G, 有 五 一 0〈 由 (37))， 根 据 步 邓 3 中 
旋转 列 的 选取 规则 , 必 有 
bf; = 0,7 € Gis 
bh < 0,j € Ga 
Ë  <0 
CSUMWUKSIOEBU 4 为 TO) 的 旋转 列 )， 
因为 x! HERH: 


0 < x= di (GN) (4) 
《因为 al, = zl Wa 0 < z =< dijs H € CADRA 
br > 0, (45) 
bial = 0 aÍ € Gis (46) 
bli > bhdi,1 € Gas (47) 
因此 ,从 方程 (43) 可 推 得 不 等 式 
PE (48) 
iG je H; ief 


另 一 方面 ,由 z, < 0, 可 得 


jef 
与 C48) 根 矛 拓 ， 
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G) sn < 0,z = z) > 4,,4 € J, 
HAERERAA bL > 0, RE 0 相似 地 导致 第 


{iii) za > diagh = zt < 0,q6 JI, 
报 据 步 邓 4 中 旋转 列 的 选取 规则 , 必 有 
bf < 0,; € G,, 
bi 之 0,7 € G,, 
b, > 0, 
由 此 ,从 方程 (43), 可 推 得 不 等 式 
DY at D, bidt di = D) bidit d, 2 bh, (49) 
is Hs 


G: ief 
勇 一 方面 ,由 zh = di, 可 得 


bh — Do bhd > di 


jef 


5049248328, 
(iv) zh > d) zb = xy > dag € Ji, 
外 要 注意 这 时 必 有 上 和 0， 就 可 推 得 


bid, Dy bhd + D bhdi + dy = D) blid; t+ dy > bh, 
jtG: 


iE FH 


从 而 与 zh > d, WFE. WEHE. 
537 几何 党 义 


现在 ,我 们 将 s whia x 着 作 维 欧 氏 空 间 中 的 点 。 ERE 
的 点 zat, ea rt ETER æi“ h 4 = 1, 使 得 
xm tT T oat, 


则 称 * 为 xt. zt 的 一 个 加 组 合 。 由 所 有 凸 组 合 所 构成 的 点 


= 4B a 


3 5; 
i ; 
Š = falx = > el, >) a m 1,z; z Ü, £ = 1 


称 为 {z xA) 的 凸 包 。 记 作 (zt... , atj, Fab, phe 
{1,1 R— Fi BRIE x 六， 一 个 点 集 D, #3 DhE 
意 的 两 点 z, 和 y, WE SED, MRD 为 一 个 凸 集 。 容易 证 
明 , 两 个 或 两 个 以 上 的 吓 亿 的 交集 仍 是 凸 集 ;着 也 是 一 个 出 集 ， 则 
对 任意 的 有 限 个 点 ED, ie 1,2,--.. AA (m, tag 
D, HORDEA z, EDRREE zt' 和 2, tar UR 
o > 0,a; > 0, tal EG 
x = az! -t a,z2, 
出 称 z 22 DR-M TRES SE rr BS. 联系 
2R pE AIRIA Esse S 3 
{r] Az = b,x > 0}, 
FREH, CE—TAR EAHA RNE. 
定理 121 i$ x 252 UK 
{z| Ar = b,x > 0} 
中 前 任 一 顶点 , 当 j€ J, RF, z > 0; 3 jed, B$, z; = 0, 出 对 
j € J, 中 的 所 有 列 向 量 P; 必 线 性 无 关 ， 其 中 
JUJ m= (L,2,: sh 
证 明 : 设 若 不 然 ,出 存 在 一 组 不 全 为 去 的 数 6, ié J, #48 
Dar = 0, 
iE 


取 
n [ri : 
0 = min Ga 8; 0, j ER, 
FÉ x' 和 e 如 下 : 
xi = xi + 08;,; Edis 


x > X;, 16 Ó, 


zi = x; — 08;, Eds 


HiT Eds 
MARIE, e 和 + 仍 满足 约束 条 件 : 
Ax = b,x >D, 
但 是 ,这 时 有 关系 
Í| = Z t 5: 
2 * 


这 就 与 :是 项 点 相 矛 盾 ， 证 毕 ， 
定理 1.22 多 面体 
(s| Ax = b,x 2: 01 
中 的 点 * 是 它 的 项 点 的 充 要 条 件 为 : x 是 一 个 基本 多 许 解 。 

IR: 设 4 为 XxX n RERE, ARIE m, 

WEHE, Fk — EE, x 之 0,7 一 1,-..K;zi == 0, jkt 
l," n. HEM 121, Wk P... P, RELS., BARRY 
m, WITREN- TR, PRA Ptt Par 使 
Paro Pa BRELZ., Aik, B = (Pre P.) 构成 一 个 基 , 它 的 
对 应 的 基本 解 便 是 r, 

究 分 人 性。 不 仿 假 设 ，* 是 对 应 于 基 Be (Pre Po) 的 基本 
人 允许 解 ,因此 有 

Ki Oj m1 (502 

Bza = b,xs™ CEEE A 。 (51) 
若 * 不 是 多 面体 的 顶点， 则 存在 两 个 不 同 的 允许 解 =: 和 2, Dl 
K e, > 0,a, > 0,a b ay 1, 使 得 

x = xx + ax, 
由 C50) 及 介 许 和 解 的 分 量 的 非 负 性 ,可 知 
r= x= 0,j= m+ 1,-. . 5, 
因此 可 得 
Bx = Bx) = Br = b, 

zi — x = r a = B "b, 

与 rex BA. VEH, 
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凸 多 面体 中 的 两 个 不 同 的 顶点 z' 和 *#， 若 不 存在 山 多 面体 
中 的 线 毁 dr, EA zz 人 ss: 一 (zh, E z AIT s, 
MAMA 与 e 相 邻 。 连 结 丙 个 相 邻 顶点 的 线 民 RA nS 
ERE. 

定理 123 RENEE B! = (P, P, P, Pratt P.D, 
B = (PeP, aP Poe Ps， 对 应 的 基本 允许 解 ( 即 项 点 ) 分 别 
为 xx W B8! 经 过 《r,s) 旋转 变换 后 得 到 及， 则 顶点 x' 和 
z Ag. 

WH: 设 若 相反 ,有 允许 解 s 和 =, EB 

zt) [y z 一 人 

因为 z = = = 0, % m + 1 < = s= n, £ € zi, H r = 0, 
对 m + l< j= Ən, LAX x€ z, zt > 0, z > 0, #& 
z| = zi 0, H m + 1 <> r= n, A, tt 都 满足 
条 件 


>: gP; + xP, = 5, 


Im1 
z; = 0, 对 m + 1 < j se n, 
z > 0. 
但 是 ,满足 上 述 条 件 的 解 集 是 线段 z, Kit zt, ze za, 5E 
WAFA. EH. 
定理 1.22 和 1.23 说 明了 单纯 形 方法 的 计算 过 程 是 由 一 个 顶 
点 沿 着 秋 走 到 另 一 个 相 倪 的 顶点 ,而 千 的 方向 便 是 极 方向 . 
基本 人 允许 解 这 一 -概念 是 对 标准 形式 的 线性 规划 向 题 而 言 。 顶 
点 这 一 锯 念 与 约束 条 件 的 表达 形式 无 关 。 今后 , 当 问 题 的 约束 条 
件 还 未 化 成 标准 形式 时 ,我 们 常常 使 用 顶点 这 一 概念 ， 


$8 字典 序 单纯 形 方法 


在 52 中 所 介绍 的 单纯 形 方 法 ,旋转 列 和 旋转 行 的 选择 ， 都 与 


LISO 


变量 的 排列 次 序 审 切 有 关 。 一 当 排 定 次 序 后 ， 计 算 过 程 也 就 随 着 
确定 了 。 其 基本 思想 是 这 样 : 假如 我 们 定义 一 系列 子 问题 Pt. 
maz{Cridz = b e => 0,8 } > k kje = 0}, 

那 末 , 仅 当 求 得 P* 的 最 优 解 后 ， 才 继续 考虑 问题 PH, CF IN 
绍 一 种 比较 淡 活 的 选取 埃 转 元 的 单纯 形 方法 ， 通常 称 作 字 典 帘 单 
纯 形 方法 ， 这 一 方法 将 在 线 作 整数 规划 中 得 到 应 用 , 

线性 方程 组 Az = b 的 解 集 是 一 个 ”一 m ER HEH E. 
其 中 有 # 一 m 个 变量 可 任意 的 到 值 、 对 有 4 中 的 任 痢 的 基 B, id 
它 的 非 基 变 量 为 参 变 量 r... r d 一 7 一 m。 以 非 基 变量 为 参 
数 ,从 方程 组 Ax b 中 ,用 高 斯 消 才 法 , 解 出 基 变 重启， 可 将 线 
竹 规 划 问 题 化 成 如 下 的 参数 形式 

K mar sp, PER 


ta = fy 十 > tokt) 


i=l 


¿ 
x, = dy 十 > aili), 
iai 


2 
x, = G, T >; Ca i) 
imi 
x; > j,i = 1,2, ` #, 


当 某 个 z 基 非 基 变 量 时 ,对 应 的 方程 式 实际 上 是 恒等式 : 
xí = Ü -+ (—1)(X—=x), 


uik 

Fe (rx -z,)7 = Cat)", 

aj = (jaa Ea == l, d, 
则 问题 又 可 缩 写成 如 下 的 向 量 形式 


4 
求 max EE 一 o + Dyal t; =,= 1,2, ea}, 
f=1 


sn 5} » 


容易 证 明 以 下 事实 

(i) 车 aa 20, ji 一 1,2,.…"#， M) #— a, 便 是 一 个 基本 多 
H. 

CD # mi 0, jml, 2, 4 ， 则 对 任何 允许 解 z, E 
x < am。 

GD 车 所 有 的 aa 220, > 0, im 1,21, n, j= 1,2,.…， 
d, Mj z — a, 是 一 个 基本 最 优 解 。 

Gv) FAH :， 使 得 mr < 0,a, < 0, 网 y = —a, 是 一 个 
宜 射 向 ,线性 规划 问题 无 最 大 值 ， 

(v) EAR r, WE c, < O, > 0 j= 1,2 d, 则 线 
性 规划 向 题 无 公 许 解 。 

对 参数 表示 式 


了 
£ = a + > aiti}, 


Jm1 


假如 我 们 要 用 x, 代替 #， 作 为 新 的 第 * 个 参 变 量 ， 那 么 只 要 从 
z, 的 表达 式 中 , 解 出 #， 代 人 其 他 各 式 即 成 。 设 用 <, BR 二 后 
的 参数 表示 式 为 


z 
z£ = s, + 31 到 (一 起， 
imi 


其 中 
š, = z, Ej = tij 25 $, 
则 a 与 a 之 疗 有 如 下 的 关系 式 ， 
定理 1.24 BB 
Cpe try, 
EA: 从 关系 式 
x, = G, + > a, (—t;) + ank t) 
4r: 


可 解 得 
. $3 + 


t “+> 型 (一夫 十 二 - (=a), 


Ors iti Gr 


代入 z 的 表达 式 中 ,可 得 
=o 十 > oC—i]) 


+a (-#— 5 8 çn) — LC) 


= (s — aa) -+ > n 一 a K=) tis 
一 而 十 2: aki) + a), 


IE, 

一 个 非 零 向 量 “， 若 按 分 量 的 下 标 顺 序 ， 第 一 个 不 为 零 的 分 
EEEX, UR < 是 字典 序 正 , 记 作 e0, # 一 co>0， 则 称 = 是 
字典 序 负 , 记 作 c<0。 车 两 个 向 量 z 和 p, E e— pro, mi 
W% ap. @DU01,—5,—6,4)7>0,(0,0,—1,8)7240,(0,—1, 
0, 一 8)">( 一 9,9,8,7)"。 按 照 字 典 序 ,所 有 维 数 相同 的 向 量 构 成 
一 全 序 集 合 ， 下 面 ,我 们 介绍 字典 序 单纯 形 方术 ， 

考虑 问题 


4 
max falz = a+ > akati), s0, j= 1 
iet 


BUA cit, CERE o0. nipi DA 
示 式 ,将 在 本 节 来 亿 述 ， 

计算 程序 

1. 计 算 on 一 ipinfan 上 一 1:2… 8). Æ os 220, Wi 
RE, # = s 便 是 问题 的 最 优 解 ， 而 且 对 任何 人 允许 解 z, 有 关 
系 


< 
£ = = + > wC ti) <a, 
i= 
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即 此 时 的 m 按 字 典 序 最 大 达到 了 最 优 ， Æ wm < 0， 则 和 进行 步 
m 2, 

2. 若 所 有 的 @,; Z 0, 7 一 1，…d， 则 步 又 人 终止， 问题 无 允 
许 解 (因为 无 非 负 的 x 满足 第 r tHE). ARATIR. 

3. 按照 向 量 的 字典 序 的 天 小 ,计算 


max{o/or lo < 0, jml, . d] = La 
Ty: 


4. 用 z, 替换 t, FARR ， 个 参 变 量 ( 即 作 《r, +) 旋转 
变换 )， 得 新 的 表达 式 
# == 2, + > akli), 
j=} 
其 中 


1 z, . 
ü, = — — Gy ü; = z; — =i Qs 1E t, 
G, 


Bhs js E= x, 
然后 ,用 新 的 表达 式 代 蔡 原来 的 表达 式 , 转 到 步骤 1， 
定理 1.25 # a0, 5 一 1 2 44， 出 
ad, j= 1,2, +d, 
a>, 
证 明 ; H e,,< 0, e,>-0, BRI 


a, ”一 1 a 0, 
Crr 


对 i s,D, 若 wj > 0, pI 
aj = a, — dl e, a> D. 
Cr 


着 a < 0, 则 由 :的 取 法 ,( 见 步 卫 3) 可 知 
a = G.J (+ Qi 一 L =)> 0, 


€, 
ri TEO ai 


又 因为 
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a a, — P Cs Eal, e, < 0, o> 0, 


可 得 
Day <o. 
证 毕 ， 
由 定理 1.25 可 知 上 述 字典 序 计算 程序 , 在 计算 过 程 中 ， 同 样 
的 参数 表达 式 决 不 重复 出 现 ， 而 且 ， 参 数 表 达 式 的 数目 不 会 超过 
Ca 种 , 所 以 ,程序 必 在 有 限 步 内 终止 。 
最 后 ,让 我 们 回 过 来 讨论 寻求 字典 序 正 《〈 即 a>0) 的 初始 表 
达 式 的 方法 ,通常 称 作 用 方法， 
首先 ， 任 给 一 个 基 B, 设 其 非 菇 变量 为 trees BA t 
为 参 变 重 的 参数 表示 式 为 
£ = a + > akti), 
jmi 
假设 按 字 典 序 的 大 小 , 求 得 
min{a;lj = 1,2,:.. dy = a,, 
E a,<0， 则 已 歼 字典 序 正 的 表示 式 .。 相反， 我 们 附加 一 个 参考 
的 条 件 
xyafl = M + > (—s) 2 0, 


jmi 


BR 
S t, < M, 
imj 
Rh ie KAJ, 然后 ， 以 t PREKE 7, ERR 
A 
imi 
其 中 


Ld a Es, d Mo, 


. $é =" 


Bt GT h js 
显然 ,这 时 已 有 西关 0 人 = 1,2,2), RE RISALE 
序 单 纯 形 方法 求解 。， 只 要 型 足够 大， 加 上 参考 条 件 后 的 问题 与 原 
问题 等 价 ， 
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先 署 一 个 经 典 的 线性 规划 实例 ; 钢筋 下 料 。 设 钢筋 的 原材料 
KEA 1 要 利用 这 些 钢 筋 下 长 度 分 别 为 ,………, ia HEAR., 
恨 设 毛坯 料 长 L 的 需要 量 为 交 ， 癌 应 该 采用 什么 下 料 方式 ， 合 
经 满足 需要 ,又 化 的 钢筋 根 数 最 少 ? 

甩 非 久 的 整数 向 量 Pi 一 Cajsa tan) 表示 第 了 种 下 料 
方式 ,其 中 aa 表示 下 毛料 L 的 数 且 。 则 所 有 的 和 岛 昼 P, 必须 满 
足 条 件 


> Laisi, 所 有 wi XEEN, (52) 


反之 ,满足 (52) 的 任何 向 量 P, 都 对 应 着 一 种 下 料 方式 、 特 别 地 ， 
我 们 让 


" 0 0 
0 dz : 
P, = | P, = N Pa 一 ? 
: 0 0 
0 0 dam 


其 中 
€; = mË i= 1,2,-- n, 


数 [r] 表示 不 超过 7 的 最 天 整数 ， Pi …，,P。 表 示 只 下 一 种 毛 
料 的 方式 。 

设 采用 方式 P, 下 料 的 钢筋 总 数 为 ri MERATE i 
下 形式 


. 5? = 


K min >; t, 
J 
满足 条 件 
> ayxi == bi, £= [,2,:' Ns 
可 aa < 1， 对 所 有 的 方式 i 
4i 为 非 负 整数 ， 


z; 空 0， 对 所 有 的 方式 户 


(53) 


(54) 


(55) 


(56) 
(57) 


称 问题 (53)，《〈54)，(57) 为 下 料 问题 的 主 规划 。 对 主 规 划 而 言 ， 


B 一 《Pi PP) 是 一 个 允许 基 , 且 有 
1 


diu 


e= CB) [- 1, L,...— 1). 


Gu z “m 
对 应 于 B° 的 基本 解 为 


x = Ži, i= 1,2,... mn. 
Aii 


xj 一 0， 对 其 余 的 方案 j. 


(58) 


一 般 地 说 , BEREA- MFE 8 = (Pi Pie 了 ia》， 设 


已 求 得 
B`! 一 人 but- bin ) , 
(ART, ` "Das , 
bu 
Bb = |» |, 
bas 
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这 里 b < Chiba bn). MART BHRT A 


x = (x ‘Aw) = (—1,—1,:..,—1)B8™! 
-= (- 5 bas— > Ë, 一 > bin). 
根据 改进 单纯 形 算 法 ,假如 满足 条 件 
z=Pi— C; =m =P, + 122 0, ARAR j, (59) 


则 8 便 是 最 优 基 ， 然 而 ,条 件 (59) 又 等 价 于 下 述 问 题 (通常 称 其 为 
背包 问题 ) 的 最 小 值 非 负 ， 


求 min z = 1 + > midi (60) 


imj 


满足 
> La, < 1, o 为 非 负 整数 ， (61) 


#=1 


称 问题 (60);(61) 为 下 料 问题 的 子规 划 。 它 是 一 类 特殊 的 整数 规 
划 和 问题 ,我 们 以 后 将 详细 论述 。 
现在 ,假设 我 们 已 求 得 子 问题 的 解 为 


- 
6, ™ al, a, = 05, z= z* = 1 + 2) =a, 
r 


这 时 ,天 s> 0, MPRE, B 便 荐 主 规划 的 最 优 基 ， 若 =*— 
t, WERIN H E 
G Bi 
p,m | |, gap mj |, 
aŠ bu 
计算 


rs 


bn — min fa b > 0, 1 一 1.2... ml. 
by | 


经 Cras) 旋转 变换 后 可 得 
B = (Pi P P.P a... P Y, 


= S99 o 


g~ — E,,B™! ™ (iy; 
5h — (usb; .. Bm) a 


z= CB (Di 


lni #ml 


然后 ,用 2 代替 x， 继 续 求解 子 间 题 (60),《61)。 

利用 子规 划 的 最 优 解 来 形成 主 规划 的 旋转 列 ， 这 一 过 程 称 为 
列 生成 过 程 。 一 般 地 说 ,我 们 可 考虑 如 下 形式 的 问题 ， 

给 定 一 关 维 的 列 向 重 集合 Q, 以 及 一 定义 在 8 上 的 实 值 函数 
CCP), 要求 一 实 值 函 教 (P), ERWE 


2 G(P)z(P) 达到 最 大 值 ， 
PEQ 


>; z(P)P =b, 


FEQ 

z(P)2 0, HAAR PEQ, 
假设 已 获得 如 中 的 六 个 向 是 Pi Pitt P. 使 得 

B 一 《PP P.) 
构成 上 述 规 划 问 题 的 一 个 允许 基 。 记 
x= CB, 《其 中 C, — CCCP), ,C(P.))) 

则 可 得 一 般 形式 的 列 生 成 方法 如 下 

1. 求 = miní(zP — C(P)|P € Q). 

# => 0, WERKE, 了 8 便 是 一 个 最 优 基 ， 

# =*<0， 则 进行 步 又 2。 

2. 设 z 一 xP, 一 CCP,)， 生成 旋转 列 3-P,， 然 后 利用 通 
常 的 单纯 形 规则 , 确定 旋转 行 +，。 

3. 进行 (r,s) 旋转 变换 后 , 可 得 基 B.B: 以 及 #， 用 B", 
z RE B’, =, 522381. 


$10 2- 分 解 原则 


将 约束 条 件 划 分 成 返 当 的 两 部 分 ， 沽 典 如 下 的 线性 规划 问题 


. 69 


求 maxz = cz, (62) 
满足 条 件 


Ax bi, (b, 20 m 维和 商量 》 (63) 
Ax = ba, (b, 为 ma 维 向 量 ) (64) 
x > 0, (65) 
1 
S, = (z14z = bx > 0), 


设 $S, 的 所 有 基本 人 允许 解 为 PETERET MET: 的 所 有 极 身 向 为 y 
yy... 7。， 则 很 据 允 许 解 的 一 般 表 示 定 理 1L.10, 对 任意 的 x 65,， 
有 关系 : 


|*= 22 + 2: BÑ» (66) 
>) uml, 20, a 20, (67) 
i 


将 (66) 代 人 (62) 和 (C63), 可 将 原 线 性 规划 问题 化 为 如 下 的 等 价 形 


* mar z = > hut 21 gen (68) 
“j i= 
满足 条 件 
> ¿PI 十 21 riQi™ bn (69) 
Dumi, (70) 
i 
iD si 2 D, (71) 
其 中 
h = zl, g = ey, P r = Al, Q, = Ay. (72) 


我 们 称 上 述 问题 (68),C69),《70),《71) 为 主 规划 ， 
假设 已 知 主 规划 的 一 个 允许 基 8L 不 然 的 话 , 利 用 人 造 基 方法 


a ót» 


x= = TaB, 
其 中 
E 一 全 
mM ês 表示 S 中 对 应 于 基 变 量 的 那 一 部 分 所 构成 的 向 量 。 根据 


改进 单纯 形 算法, 了 是 最 优 基 的 条 件 为 
P 
< ( J- h>, jml, tst, (73) 
x (从 -> 了 一 和 z, (74) 


É r= (misma) mi 为 M 维 的 行 向 量 ， To EXE, EA ACEPTE 
ONTSA 


mP; 十 x, — J = m A,z) + x, eri 


= (m A — ejt +a 22 0, jl, a 《757 
=Q; 一 下 一 mL 一 
m (mA — cy 22 0, jmd (76) 
FEL flfl ipi RIK a, %4 T HUD EI 
min((m, 4, — er + m| A, = b,,x 2 0Y, (77) 


条 人 忻 (76), 对 所 有 的 极 射 向 成 立 ， 阁 味 着 子规 划 有 最 小 值 (只 要 子 

规划 有 人 允许 解 )。 条 件 (75) 章 味 着 子规 划 的 最 小 信 韭 负 ， 反 之 , 若 

子规 划 无 最 小 值 , 则 存在 某 极 射 向 多， 使 得 
wd e 0. 

这 时 ,我 们 生成 主 规划 的 旋转 列 


-1 Ay” 

s" 9 ) 
旋 人 变量 为 x,。 关 子规 划 有 最 小 值 , 但 是 最 小 值 小 于 零 , 则 有 茶 
基本 人 允许 解 r, tE 

= (P, 十 x, — f, = (w, Á, r+ < 0, 

这 和 时, 我们 生成 主 规划 的 旋转 列 

r) 

1 
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旋 人 变量 为 2, FEL HASENIA, 


2- 分 解 程序 
1. 取 人 造林 B = I, p 2 = I, HEED yu ya °°" Yat 
ca 一 《一 1 —1), w = (mz) = ceaB™ = (—1, ttt —1, 


—1), hI% m + 1 Afir, cs 为 m + 1 维 行 疝 重 ， 
x, 为 m, 维 向 量 ， = = l, E 


b 
. n bi 1 
-多 
batin 
£= caPo, 
6 = 0, 
( 当 8 一 0 时 ,表示 程序 进行 着 第 一 阶段 ， 正 在 求 第 一 个 初始 允许 
基 。 当 3 一 工时 ,表示 在 进行 第 二 阶段 , 求 最 优 基 ) 
2. 置 ë = x, Á, — Bç, 
3. 解 子规 划 
min{tx| Ar = b,,* > 01. 
着 子规 划 无 允许 解 , 则 步骤 终止 , 原 问题 (627 一 (657 也 无 允许 
和 解 ;车 子规 划 有 最 优 解 ， 设 为 z, WESSE 4; 车 子规 划 有 人 允许 
解 ,但 无 最 优 解 , 则 应 用 单纯 形 算法 时 ,可 求 得 一 个 极 射 向 y, E 
zy < 0， 这 时 , 转 到 步骤 5 
4. 若 m tirao, MERD s BE E 


,,= (P). 
然后 转 到 步 台 6， 
5. 置 
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若 所 有 的 ó, < 0, MARAL RRELA. 5 Yr 
算 
Š .. fn . 
6 一 站 一 min s| >o, 1<i<m-+1l. 
7. 将 第 > 个 基 变 量 改 为 1, (或 a), 将 c, 中 的 第 ” 个 分 量 
HA der (或 8cy)， 同时 , 记录 对 应 的 基本 人 允许 解 + (RRS 
向 y)» E 


b, 1 

B 1 — E,,B 1, 

P, k (Br ` bat oT 一 EP 一 了 . ‘Bo tt oT 

z= (BR) = eb, | 

z, cb 
用 (mosa),B :,P, 代替 (zima) B, Pas Eie] 2, 

8. 车 这 时 已 使 8 — 1, WERKE EERTE 

sm 2, yet D y 
EAZA EEEk 

Giat ARARLAR) ERA 3 一 0， 则 分 两 
种 情形 ,车 又 有 *, < 过 9， 则 步 允 终止, 原 问 题 无 允许 解 。 若 一 
z = 0, RË c, 中 所 有 对 应 于 基 变 量 L 的 分 最 都 改 为 oz, 将 
所 有 对 应 于 基 变 量 mi HOERA cy, 然后 , 置 6 = 1, 转 到 
23582, 

很 多 实际 问题 ,约束 条 件 可 推 成 如 下 的 分 块 形式 

求 max x,” cx H ex; Ë 9 T erps (78) 


. 6&4 » 


WERE 


Ant 十 Ant +. At, — bis (79) 
Ant, = bx; 
Ant = b; (80) 


Arty ™— biy» 
s0, 0 (81) 
其 中 的 Ar 都 是 先 阵 ， Rsk sD, bu 都 是 具有 适当 维 数 的 向 量 ， 
利用 2- 分 解 原则 ,让 
《一 《ci 08), 
A, = CA .. +p) 


An 
A" | ... ) 
4, 
x bz 
G 
Vz, bss 
hT {x| Ar; = bsta 20, k= 1,-.. bh, 
划 子 问题 的 形式 为 


求 min > (miu 一 e) tg (82) 
满足 条 件 
Az, m bags x; = 0, k= 1 (83) 
由 于 条 件 483) 中 ,对 不 同 的 《， 各 组 条 件 互 不 根 关 ,因此 ， 于 规划 
TAAA ?个 独立 的 小 规划 问题 : 
minari — er) (84) 
anaf 
Aata = Dnt Z 0, (85) 


G) EHEER k, O < k< 的 ， 小 规划 (84)，(〈85) 都 有 最 


. 65 a 


IME E 641 总 ， 则 子规 划 有 最 优 解 z, 


zi 
x|.: " 

li 

Xs 


Gi) 车 有 某 一 个 RU Skp), 3980857] 82 3; 
许 解 , 则 问题 (78) 一 (81D) 也 元 允许 解 。 
Qii》 若 对 所 有 的 ACI < k < p), 小 规划 者 有 人 允许 解 ， 但 有 
大 一 个 友 ， 使 对 应 的 小 规划 无 最 小 值 ， 即 存在 小 规划 的 一 个 极 射 
向 yi» 使 得 
(za 全 cayi < 0, 
则 我 们 可 得 子规 划 的 一 个 极 射 向 y 如 下 
0 
y= yi 
0 
它 使 得 (mA — cy = Gn fy — e < 0. 


根据 性 质 (1), 《ii)，(iiy， 读 者 已 不 难 写 出 针对 分 块 规划 问 
题 的 分 解 计算 程序 . 


St 练 习题 


1.1 B,= (pp Pa), B, = CPi Pi, ` Pim) 是 线性 规划 问 
BEERA., IFE {1,2,……m} 的 一 个 排列 iii， 
使 得 对 任 普 的 ,1 < k< m, (Pi: Pa Pn Pia ` Pin) 是 线性 
规划 问题 的 一 个 基 

2. 在 单纯 形 计算 程序 中 ， 若 在 某 一 步 ，x*。 被 取 作 了 旋 人 变 
其 ,证 明 在 此 后 的 旋转 变换 过 程 中 ，*。 恒 为 基 变 量 . 

3. 在 单纯 形 计算 程序 中 ,证 明了 以 殉 为 旋转 列 的 次 数 最 多 为 
2 (uB s 是 变量 的 数目 ). 
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4. 设 r= (s, x," 是 任意 的 一 个 基本 解 ,证 骨 : 
|z] < map, 
其 中 的 
e= max{|asl li = 1,20 mi 了 一 1 
B= maxf12d li =L, mh. 
5. 设 z* 是 多 面体 
{x| Az = b x 2 0} 
的 任意 一 个 顶点 ,证明 存在 某 整 数 向 县 
e= (es s6)» 
使 得 x*” 是 线性 规划 问题 
max {cr| Ar = b,x > 0) 
的 唯一 的 最 优 解 。 
6. 将 单纯 形 算法 中 的 旋转 列 s 和 旋转 行 * 的 选取 规则 改 成 如 
下 形式 
b, > min(b;]1 < jj< ny < 0, 
0 = min[b,,/b,,|1 < ¿=< m, bi, > 0Y, 
r = minfil b, Jb, = 0, b, > 01, 
然后 ,计算 下 述 线性 规划 问题 
marn = 3 + È s — 202, + — x; — Úti 


满足 条 件 


2152; 2) > 0, 
求 进行 6 次 旋转 变换 后 的 单线 形 表 【以 松弛 变量 为 初始 允许 基 的 
HM). 
7. 设 Al 是 任 给 的 一 个 允许 解 , 记 
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P= {jla > 0). | 
如 何 从 = 出 发 , 求 得 这 样 一 个 基本 允许 解 **， 使 得 cz* > e, 
JEI, H$rh 
J* = {ils} > 0}. 
8. 求 证 : 当 a 一 m 十 工时 ,最 多 有 了 两 个 基本 允许 解 。 
9. 考 虞 分 式 规划 问题 


° dx + d, 


满足 条 件 

Az=b, <> 0, 
其 中 的 420, d> 0。 求证 ; 若 问 题 有 最 优 解 ， 则 必 有 基本 的 
最 优 解 。 


10. 将 下 述 问 题 
min > | 太一 > auail 
化 为 等 价 的 线 件 规划 问题 ， 
11. 将 下 述 问 题 
min > |z], 
满足 条 件 


> jti bis į = l2," m 


J= 
化 为 等 价 的 线性 规划 问题 ， 
12. 利用 字典 序 单纯 形 算法 ,计算 线性 规划 问题 : 
max x, = 5 10" ix;, 
J=: 


满足 条 件 


t-1 
2 X Loig F r + tpe m 1003, imd, 
7m1 


20, j= 1, .. 5, 
假如 初始 的 基本 允许 解 取 为 
0 
试用 数学 归纳 法 证 骨 : 
(i》 经 过 2""! 一 1 次 旋转 变换 后 ,目标 函数 的 表达 式 变 为 
x, = 10 (100° — s 1071y, 一 = +a, 


Hw1 


Gi) 经 过 2 次 旋转 诺 换 后 ,目标 讽 数 的 表达 式 变 为 
z, = 90 X 100"? + (5 107g; + saat) 一 mv 
jm1 


Gi) 经 过 2 一 上 次 旋转 变换 后 , 具 标 函数 的 表达 式 变 为 


2-1 
sam 10007! — D) 10r; 一 fies 


jsl 
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第 二 章 ”线性 整数 规划 


51 基本 概念 和 性 质 
线性 整数 规划 问题 的 标准 形式 为 
求 max x — S) ¿isi F eo (1) 
HERH ü 
> aw s b, i= 1, m, (2) 
TADO, j= 0l, A, (3) 
z 取 整 数值 ，j = 0,1,，…… ,+n， (4) 


其 中 的 Ci lijs Di 都 是 已 知 的 整数 ， Co 是 足够 大 的 一 个 正 整 数 ， 
利用 第 一 章 $ 1 中 的 向 是 和 矩阵 的 符号 ， 问 题 可 写成 如 下 的 形式 

求 marr = ¿z + cy 
满足 条 件 

Az < b, x > 0, x 为 整数 J 向量 , 

作为 引言 ,我 们 先 介 绍 一 个 代数 学 中 的 基本 定理 , 它 与 整数 者 
划 间 题 密切 相关 ， 

定理 2.1 假设 4, b 中 的 分 长 都 是 整数 4z 一 5 有 整数 
ML x 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 使 sA 为 整数 向 量 的 # 一 Gats 
ua), DE ub 是 整数 。 

证 明 : 必要 性 是 显然 的 ， 下 面 证 明 充 分 体 。 设 


AN EAN 
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是 4 的 Smith 标准 型 , 即 有 m X m Je OBB L. fi n x n 的 整数 
和 矩阵 UIL] = [U| = 1, 使 得 LAU = e. 其 中 s, 2228 e 的 第 
i fT, e; 都 是 整数 , E. elein, i ~ 1,.，*,m 一 1。 这 里 的 符号 
e|8 EIR L RER o Eik, ale 表示 中 不 能 被 < 整除 因为 
1 一 1 一 1 

LURERE, M L 和 U EREEREER, HARAR 

LA = sU, A= L807, 
因此 

Ax = b REDOR x — 

sU x= Lb 有 整数 解 x. 
作 线 性 变换 

Ur = y, 

则 整数 向 量 * 与 整数 向 量 ? 之 间 建 立 了 一 一 对 应 ， 因 此 

Az = b 有 整数 解 x <— 

ey 一 Lb 有 整数 解 y. 


设 
Lı 
L= L, + 
L, 
则 


Ax 一 有 整数 解 + <> 
elli, i= 1 m. 
现在 ,我 们 用 反 证 法 。 假 设 定理 的 条 件 成 立 , 但 是 4x 一 5 无 整 
数 解 ， 则 存在 某 i， 使 得 
et Lib, 
取 


则 sb = 二 Lb 不 是 整数 ,但 基 
ud= l L, 4 = L geU 1 = Ui 
gi e; 


是 整数 向 量 , 其 中 的 V7! 表示 U" 的 第 i 行 。 这 就 与 定理 的 假设 
HPE. uH, 

下 面 介绍 一 些 常 用 的 符号 ， 

14」 表示 不 超过 2 的 最 大 整数 ， 

[2] 表示 不 小 于 1 的 最 小 整数 , 

R*= (x|z = (x,t gtn) 所 有 xi 取 有 理 数 }. 

Z" = {rize R", 所 有 +, 取 整 数 } 

R$ = {r|x € R°, x > 01, 

Z = {r| E€ Z°, x > 0). 

P = (=|z#€ R$, AS}, 

$= {rs€ Zt, Az b), 

1=(1,---.,137, 

B" {rls Zie < 1). 
则 线性 整数 规划 问题 也 可 写 为 

maxíÍx,)|x, = cz t cez € SY, 


当 s 含有 无 穷 多 个 点 时 ,定义 8 的 止 包 如 下 : 
(s): = þr- 5 a(y)y, 5) aG) = 1, oly) > 0, 


1E 


YSS, IYIAR}. 


_ 


通常 称 其 为 整 点 凸 包 ， 
定理 2.2” 当 s 含有 无 穷 多 个 点 时 ， 存在 有 限 个 非 负 的 整数 
E 


1 beyl , 
Fatty yy." 5. 


Az<b, iml, sh 


Aj < 0, j™ 1 1, 
使 得 


而 t led 
(= felem > ax +> ñiy, > s = 1, 
ing ul imi 
所 有 的 anp > o}, 


证 明 : ERSE PAMARAAN {x:，,… - ,x"}, 极 射 间 集 
合 为 (yt y) 因为 极 射 疝 的 任何 正 数 倍 仍 是 极 射 向 ， 帮 不 
妨 可 设 ， 所 有 的 yf 都 是 非 负 整 数 向 量 。 根据 允许 解 的 一 般 表示 
定理 1.10, 可 得 


r t Fr 
P= {sls— D utt D y, D aml, 
tut i=; kut 


所 有 的 ua > 0). 


加 


《一 fle Zt, z= 21 ttt D) e, 
kail i=» 


Sa =1, 220, (L < k < r), 
kmi 
< <1,G < i<j, 
则 0 是 5 的 一 个 有 限 的 于 集 。 设 
O = [zt zY, 
WHER z€ SCCP, MIRRA 
z 一 5 natty uiy! 
jel 


&=1 


一 了 ¿t + Dp lD + 2) Lady 
3=1 j= 
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= z + > lays 


1» 


其 中 的 z' 为 2 中 的 某 个 商量， 由 此 就 可 推 得 
» r A 
(e= [ele = D a+ D py mb 
imi jmi imi 
所 有 的 anhi > 中. 


证 毕 ， 

定理 2.2 说 明 ,即使 8 含有 无 穷 多 个 点 ，(S)* 也 是 一 个 凸 多 
面体 ,因此 , 它 也 可 以 被 定义 成 不 等 式 组 的 形式 : 

(s: = (z| Ar S b, rE ri, i=l, a IO 
因为 SCC), (8° 的 顶点 必定 属于 $8， 而 线性 规划 问题 的 最 优 
解 必 可 在 顶点 达到 , 故 

max{xo | == cx + ey, z € (82) 
= max(x,|x, = cx t cr € SY, 
假如 能 写 出 所 有 的 条 件 ; 
wie L i, i=l, S, 

MK Dn lis bz 2595 MOREA, Ki ni 
愉 条 件 Aab 导出 条 作 xiz =< zi, WE SBYEE AE DCA SICHEUTf 
究 的 一 个 基本 问题 。 

一 个 不 等 式 xz < 由 《或 者 简单 地 说 向 量 Cr, m) ER), 
EE 

x € (SYE = xx = ms 
则 称 其 为 《359* 的 一 个 分 离 ， 若 (ma 是 (5)* 的 一 个 分 离 , 且 
F — {zix € (8, mz == mv) > $, 

MUJER 已 《或 者 简单 地 说 rd) Æ (S>2 的 一 个 面 ， 

JBL r,ea z€ Rs, BE (w: — ar), (zt — xt) 线性 
无 关 , 则 称 z',.-.,zt 仿 射 无 关 ， 一 个 多 面体 D, DHEA 
射 无 闫 向 量 组 的 元 素 个 数 为 ktl, WESE DIER k 
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记 作 dim (D) = k, 特别 地 , 当 dim (D) = n ti, # D Eb 
HEFE (822 的 一 个 面 , 且 dim (F> = dim (825 — 1, Bl 
称 F (或 (<,wo)) 29 (822 的 一 个 边界 面 ， 
下 面 ,我 们 介绍 几 种 导出 (3)* 的 分 离 或 面 的 方法 ， 
HRH, W 


“ hd 1 
S= iz[|x€ zt, aki m Bats 
fiz z 2 aži oo 
B d 是 任 春 给 定 的 正 整数 。 考 虑 
š, = Flee ss, Deas — = aska 9, 
imr 


因为 可 取 为 0, 所 以 Scš,. Ww 
ob od 0 id on, f= 0 ,tt, 
网 


š, = [eleen Dy bw ht ya, yë z), 
i=l 
因为 


D, bs 0,0< < d,y6€ m, 


imi 
故 对 任意 的 z€ Se， 必 使 y> 9。 因此 
xe ŠE, > s bix; 22: ba 


j=l 
Eli 《三 . b.,b.) 是 (Sy: 的 一 个 分 离 。 
特别 地 , 当 m 不 是 整数 时, 可 取 上 一 1 这 时 ,太一 0i 一 Leij， 
上 述 条 件 可 写 为 


> Ca; — La;])z; = a — Lal, 
1=1 


通常 称 这 类 分 离 为 分 数 害 平面 ， 
合并 方法 ， 车 =! = (ej, exi), m?! = Cris +. swi)» xx < 


= 15. 


= 是 4$,C R$ 的 一 个 分 离 ， wE <Ç a 是 $, R 的 一 个 分 离 ; 见 
显然 


> min(x} ,Yi < max(x ro) 


d=1 


是 S Us: 的 一 个 分 离 . 设 


和 一 [lzs R1,z = a — D ati, ner}, 


#%1 


S= (xl € Š, z< Lal} 


wm fize Rs, > aiti > a, — Lal} 


一 lx R4, 一 一 -一 > aii < -1}， 


Laj ~— a ji 


S, = (z|z€ Š, x Lal] + 1) 


= felze R $ ati Laj 一 1} 
j=1 


1 
pa x[z€ R? rama ; < 一 
Ë: Piel p a, 1 S 


显然 ,$ 一 s,US, 让 


= min Jabo g d 
m mia [i fi» PAE TERR G 


pea 


则 不 等 式 
5 rit 一 1 
{=i 
ME Š 的 一 个 分 窗 。 
HEHH. 设 A 一 (p° .. Pada 则 集合 
Six|Ar b, x 2} 
可 写 为 


a J6 a 


S = Ë > xp < b ,xz € =), 
i=! 


对 任意 的 # = Gu.) 220, E z€ $, MWE 
(i) 5 (up; jej < ub => 


f=1 


Gi) >; lapilz; = #5 => 


Gii) 1 Lepila < lub). 
Jat 


利用 不 局 的 # 法 0， 可 以 生成 不 同 的 分 离 《 证 )。 不 但 如 此 ,利用 
巳 经 生成 的 分 离 ,还 可 以 用 局 样 的 方式 ,再 返 复 产生 新 的 分 离 ， 这 
是 一 种 生成 (O 的 分 离 的 基本 过 程 。 凡 是 能 通过 这 样 的 过 程 来 
生成 的 分 离 , 称 为 基本 分 离 . 

两 个 分 离 : 


YA m mw z < m 


3 < = 而 was xe 则 称 分 离 er) BFAR sr). 
特 蜀 地 ,假如 我 们 所 选 生 的 “满足 : 
一 labi > 0, sp; = Lupij, u> 0, Gmi, ,nN), 
则 称 分 离 


>; sp x; <S Lub] 


rx 
为 (8)* 的 基本 割 平面 。 它 的 作用 是 能 够 割 去 P 中 一 部 分 不 属于 
S 的 点 ， 
设 
P — {xire Ri, dx S b,x S 1), 
š — PNA", 
定理 23 若 x=r< s, R (S) 2 的 一 个 整 系数 的 基本 分 离 ， 
但 不 是 (3)* 的 面 , 则 


sx < xw, Á 
是 GY 的 一 个 基本 分 离 或 弱 于 某 个 基本 分 离 ， 
证 明 : 设 N = (1,:... n), M, N 是 的 任意 两 个 不 相交 
的 子 集 ( 可 以 是 空 集 }， 下面 ,将 证 明 不 等 式 


È m- Dat a I) & r1 


iml 


都 是 《3)* 的 基本 分 离 ， 4 一 Nt = $ 时 ， 便 是 定理 所 需要 
的 结果 为 此 ,我 们 将 证 明 

G) 当 |N UN'| = n 时 命题 成 立 。 

Gi) 4 M = N'UIkY, N =Ñ 和 和 N= NN: ÑU 
(K) 时 ,命题 假如 都 成 立 , 则 能 导出 N'— N.N! = N: 时 命题 世 
RI. 

对 数值 IMUN] 进行 数学 归纳 ， 利 用 G) 和 Gij, WI 
推出 MN =N = $ó 时 命题 成 立 ， 

先 证 明 Gi). W (3)* 有 基本 分 离 ; 


D rw- x; + De — 1) sS l, 
IEN JENI tem: 
>; riti 一 >: x; + > iC; — 1) + G — 1) < m, — 1, 
JEN IEN IEN! 

将 上 述 两 不 等 式 分 别 季 二 后 相 加 ,可 得 


2) riti — 21 s + 22 Gi — DT <= —1. 


IEN 
因为 上 式 右边 是 整数 , 旦 所 有 的 =; 和 x; 都 是 整数 ， 故 两 边 取 整 
后 ,就 可 得 到 基本 分 离 : 

5 zi — 23 z; + 2 (x — 1) =< = — 1, 


iEN 
Gi) 得 证 ， 
下 而 证 明 《i， 设 N 和 N: 是 入 的 任意 两 个 不 相交 的 子 集 ， 
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且 使 MUN: 一 N, 定义 关联 向 量 x& B" 如 下 
0,j€ N, 
sf 
LJEM, 
这 时 ,有 两 种 情形 : a) x€ S. 因此 ,根据 定 带 的 假设 ,有 


2 Hj < ms. 

b) xK5， 因 此 , 必 存 在 某 个 指标 1， 使 得 
> ti > bis 
IGN" 


情形 a) 设 
o = max{ |a; |; EN}, 


用 L R {xx < mm} 的 两 边 ， 对 所 有 的 jeni, 用 S= 
R (z< 1] 的 两 边 ,然后 ,将 这 些 不 等 式 相 加 ,可 得 

> z — | > xj; F S$ 1 z; -L > niži 

ién O €x IN: w iEn 


1 1 
NI — Ñ 1 ， 
<atIN| 一 言 nti Z) = 


Bh 
S) =i + Dwi 一人) 一 二 > rizi 
IEN ien’ IEA 
e xm 一 一 rr 一 >; i) 
JEN" 
定义 
1, m; > Ü 
N 
amd gg GOD 


因为 o > ia] ;>) mj Ny 则 两 边 取 整 后 可 得 
16 N° 


a 79 = 


D mt D, (zi — 1) — 351 j < x+ — dos 
FEN 2 JEN’ 

内 此 ,不 等 式 
> xi; ++ 31 (z; — D — >; z; =< x= — 1 
IEN JEN’ ' 


EN 
是 (3)* 的 一 个 基本 分 离 ( 或 者 弱 于 某 个 基本 分 宛 )， 
情形 b) É 


D) o> ba w = maxlla;l||i€ N) 
JEN" 


用 二 RESE 

> Bati < b; 

16N 
的 两 边 ; 对 所 有 的 JEN, È 〈o 一 s) # (Ir < 1 的 两 边 ， 
然后 ,将 这 些 不 等 式 和 


m£ S X, 


相 加 后 可 得 
1 
>; wiz; + >) oj 一 一 D>) az; + L D> sai 
IEN jEN! O jent O jEN 


1 1 
= xz, tA E ¿$ — .. 
4 | I i 21 i» 


Bl 
S zx Ds S ens 
EN ie u: w jew 
E 
a= ag s GEN) 


> a; 一 b; 
6 — a] = 1 
因为 o = [a;l > ai> b, WALDEN 
i€ xt 


D zm + D (z — 1) — 271 8;x; < za — 8, 
€N jem jem 
因此 ,不 等 式 
> zit + 3) (zi 一 1)— > xz; < x, l 
FEN IEN’ 


IEN 
E (S): 的 一 个 基本 分 离 (或 者 弱 于 某 个 基本 分 离 )， 证 毕 ， 
定理 24 若 xz < =É (S° 的 一 个 整 系数 的 分 离 ,5 A $, 
则 xx < x, E O 的 基本 分 离 ( 或 者 恒 于 (5)* 的 某 个 基本 分 
离 )。 
证 朋 ; 设 


x? == max(xx|z € PY, 


对 侦 线 钼 规划 


min DED silupi F e E a j= l, n, 
jas 


„>00, = 0} 


RIR s= a), A w 是 整数 ,所 以 
Lps 十 "ij = ris jm l,e, 


É +5 | = Laf], 


j¿m1 
Ae (S): 的 基本 分 离 
5 Lap + vils 4 Lb +5 ofja 
imi i=l 


E letl < za WESA 


. Bl» 


>; = ix; < > Lsp; 十 u! Íz; 
fal imi 


< É + 5 r| = x, 


t=1 
E OP 的 一 个 基本 分 离 《 或 者 弱 于 某 个 基本 分 离 )、 若 
x < l7, 

则 重复 应 用 定理 2.3， 只 要 应 用 (1x3 一 r) 次 后 ， 定 理 即 可 得 
iE, iE, 

定理 2.4 从 理论 上 说 明 , (S): 的 任何 边界 面 都 是 基本 分 离 . 

下 面 ,介绍 构成 《3)* 的 分 离 的 一 般 方法 。 

函数 f: R" 一 及， 若 满足 下 述 条 件 〈i) 和 Gij, KA iE 
超 加 函数 : 

G) KO = 0; 

Gi) Kad) + Ka,) < IG, + 4), HERRI dadi E R“, 

函数 fR? 一 R!， 若 满足 条 件 

Kd) < Kd)， 对 任意 的 d. < d,€ R", 

则 称 f 是 非 降 沙 数 . 

对 任意 给 定 的 GT € RY， 函 数 fd) 一 Lnd]」 便 是 一 个 非 降 的 
超 加 函数 。 

定理 25 设 Am (P... p.) 是 任 给 的 mx n 的 有 理 数 
H, bé R”, WE 

$= z: 1 (z] Az < 5), 

MU2HESd4EWEBDERLDRPR SE f: Rs — Ri, RFA 


2; Kp; < FCE) (5) 
FE (S)2 的 一 个 分 离 。 
WA: 首先 ,对 任意 的 非 负 整数 x, F 
fp)ri < |(Piz;). 


事实 上 , 当 x= 0 或 1 时 ， 关 系 显然 成 立 。 当 nmk 


s B2 e 


时 ,根据 了 的 超 加 性 ,有 关系 
Konsi = ilp) + Kei) + CR DRAY 
=< J(2p;) + (k DIA 


< fpixi), 
再 根据 了 的 超 加 性 和 非 降 性 ,对 任 章 的 z€ S, 有 


5 Kp > ÍO pisi) 
j= I fol 
fp) + (ins) + D Kor) 


< HER +A) 十 >; JCeixi2 


< f(D pizi) 


j=l 
= fAx) 
< JG, 
HOE (S: 的 一 个 分 离 。 证 毕 ， 
从 上 述 定理 的 证 朋 中 可 以 署 出 ,假如 
P m (x€ R} {| Ax => b}, 
S = z"f\p, 
MR AE f PEEWWAA THROM (S): 的 一 个 分 离 ， 
EA 2.6 设 k:Rt— R 是 一 个 非 降 的 超 却 图 数 ， 方 :R” — 
R! 是 超 加 函数 (G= 1， 则 
(a) HAAR My hO 是 超 加 函数 ， 
(h) Æ f, 是 非 降 的 超 加 函数 ， 则 复合 函数 ACs f) 也 
Eiana. 
证 明 : 由 f, 的 超 加 社 和 加 的 非 降 性 ,可 得 


. 0 .- 


A(f (2, + 4)... PACA + 4,)5 
= (hC) + ACAP ... Akdi) + ACADA 
EE ñ mHE, TE 
SACA) + ICA . faldi) + h (2; > 
AGM), A COI EESAC EEES 
(a) 得 证 
根据 〈z)， 可 知 复 合 函数 Khot AMEK. 由 f 
积 # 的 非 降 性 ,对 任意 的 非 负 向 量 小 ， 可 得 
对 有 Cd 十 di)» ... RAEI + d,)) = 
让 DZ) SACA REER ACA E 
ACHR ... 有 3) 
故 kG... h) 是 非 降 的 超 析 函数 ，《b) AE, ER, 
定理 27 设 j. e:R" — R AAMAR, N TAKER 
是 超 圾 函数 
1. 4f 《对 任意 的 非 负 实数 2); 
z. Lf]; 
3. f + z; 
4. min(J,z), 
WHH: 
1. 因 为 
fld t di) S KA) + (45, E. 120, #& 
fd + d) > Ajd) + Ai); 
2. 因为 
IG, + da) > fd) + Ka), 


LIC, + 4,)] 2 LK.) + Hd > LECA) + LH) JS; 
3. 因 为 
Ká, + di) > Ka.) E fd) gl + a) 2 gld) + gld), 
所 以 
fd + di) + g(2, + di) 2 LECE) + z(2)] 十 【大 do 二 Ed] 


. 4 > 


4. K5 
min(j(d, + d,) ,gd + 4) > 
min(f(d,) + fCd) Cd) + gY > 
minihi) seld) + mia(f(a,5,z(a,)2, 


证 毕 . 
定义 函数 类 fR REO < o < 1) 如 下 
Laj, 4— ldo, 
fad) _ 1 
Ld] +y (Lda), 4—1412>a, 
记 


(dyt — max(0,d), dE R', MU 


LD = Ld) +—1 (d — l4J)— ay, 
1— < 


定理 28 对 任意 的 a, tacl, ER /都 是 非 降 的 超 - 
mAN. 


I: BA f. Riy EREQEEPOSE, 旦 各 点 的 导数 为 一 上 -或 


1 一 
0, # j 是 非 降 的 。 对 任意 的 d, dR JÚ r, == d, — Edi}, 
rim d, — Ld,], 

情形 1 38 rir r, < 1. MJ 


LG) + LG) = Ll +t i Gi— ot + Ldl 


+ — G ayt < Ld, + d] 


+ I (r, + r, — ayt 


1— a 
_ fadi + 4. 


情形 2 # r. tr 21, BË. r, #l r; 中 至 少 有 一 个 数 不 大 
于 a. AR r. =< a, RJ 


E 《5°)* 的 一 个 分 离 , 设 
g == max > xjxlz e5}, 
则 对 任意 的 c< mm 一 z, REA 
az, 十 > xj; < x, (75 
是 © By— 4488, Ei E (SO2 的 一 个 不 维 面 ， 则 
(mm 一 aa 十 > ziti < m (8) 


是 〈3)* 的 一 个 十 1 维 面 ， 
证 明 ; 对 任意 的 ES, Æ zmo, JP ze S, Wak 


a + > nif; a >; xiti << Fis 
t=-2 j=2 
# s= 1, Mres, Ak 
ant >) xjl; = o +5 ait SÇ a, F z < me, 
1=4 i=2 


KE (5)* 的 一 个 分 离 。 进 一 步 , EOE S 的 一 个 大 维 面 ， 
出 存在 下 十 1 个 仿 射 无 关 的 向 量 ES mlk tl, 使 得 


> Xf = sos i= l,e. k + 1, 
t=2 


zi = Ü i= l,e Ë + I, 


(=, — jal t > eE = xi PEERS k + 1, 
i=2 


ze D, jaf, a" € S, 


= 87 » 


则 
《ro 一 z)x? + > TX m xe 
jmi 


显然 (m, eer, stn. a") 仿 射 无 关 ， 因 此 (8) 是 C5) 的 一 个 
k + 工 维 面 ,证 毕 。 
W N =< (1,2,-...nl ,N,CN 是 一 个 给 定 的 子 集 ,使 

2 x jx; <Ç xa 
xE (5)* 的 一 个 分 离 。 让 人 和 (koko: k.) 表示 
NNN, 中 元 案 的 任意 两 个 排列 , 设 从 分 离 

>; mi; <Š m 

LL 
开始 , 按 上 述 排列 的 上 顺序， 每 次 都 极 大 地 应 用 升 高 定理 2.9《 即 每 
次 应 用 时 都 取 a = =+ — z), 设 最 后 得 到 的 分 离 分 别 为 : 


> ajx; + > xjl € mos 


Je NAN, HEN, 
D ant 31 rt mo 
ETA [ry 
则 有 
定理 240 # 


i= k j= lyth — li = k G> k) kh = Cr > kD, 
jij Tiz => Cs Ct = i,e 
证 明 : 因为 


h-—- 1 


ip = w — max {> Gy zg 十 > mat 
nD Nm JEN, ， 


其 中 
Q' — (z€ (S22 A B" |e = l r; m 0,G > kh} 


8 一 1 ?二 1 . 
ay 一 x, 一 max I> G; XH + >; =jx; 十 >; azu] 
sQ j=l I< N, i= 


其 中 
Q’ 一 {rE (S) N 如 "| xz 和 — | x; == 0,;> s}, 
而 Fco’, FE a 之 ak. BETIE ay, 之 a EE, 


§2 ai TH PK 2 
如 第 一 章 $ S 中 所 述 ,任何 线性 整数 者 划 问 题 , 都 可 表示 成 如 
下 的 参数 形式 
求 max t; (9) 
满足 条 件 
¿ 
名 = Go "P > as (—£t;), 
x, = ou 十 2 aul), (10) 
2 = ta t > Tat)» 
所 有 的 变量 sst > 0, (11) 
所 有 的 变量 名 ,1 KEZE. (12) 
记 


CXF x)", 
ai = (Goods Cai) ai =0,1,- d3 
MRE SEK irt F 858836 s 
$ max x,, 


MER 
t 
z= x + 21 alat) 
` imi 


所 有 的 变量 x, 取 非 负 整 数值 。 
任 取 一 个 方程 i: 


x; == Gu 十 > aalt) (13) 
用 任意 的 (220) ROIA, 14 
hx; 一 han + > ha — t). (14) 
将 各 变量 的 系数 分 离 成 整数 部 分 和 小 数 部 分 后 ,可 得 
Lkiz; 十 > Lho; fei + Ch — L Dz, 


imi 
+ 
十 > (hu; 一 La; J); 

jai 

一 [join] + (hua — LRai]), 

因为 z, 守 0,# 20, 可 得 
Laje 十 DY Lhait < Lhaaj + Chan — Lhal) (15) 
jmi 


进一步 ,因为 x; 和 š; 都 要 求 取 整 数 , 因 此 ， (15) 式 的 左边 必须 是 
整数 ， 又 由 于 
0 =< Rao 一 Lñe;] < 1, 
故 可 推 得 
L5]x, + > Lho ti = Lha; 1, (16) 


另 -方面 , 若 用 Lh 乘 (13) 的 两 边 ,又 可 得 
Lale; + > Lh Jot == Lh jaa, £17) 
最 后 ,由 (17) 减 (16), 可 导 得 关系 式 
> Cjey — Loud)s > hlon— Lianj. C18) 
称 条 件 (18) 为 R. E. Gomory 着 平面 。 称 方程 (13) 为 导出 此 节 


* 号 日 = 


平面 的 诱导 方程 , 它 所 对 应 的 行 i 称 为 诱导 行 ， 

对 非 负 整 数 解 来 说 ， 割 平面 条 件 (18) 是 条 件 (13) 的 推论 。 即 
凡是 油 足 (13) 的 非 负 整 数 解 ,自然 也 满足 C18)。 然而 满足 (13) 的 
非 负 解 就 不 一 定 能 满足 (18)， 例 如 当 cio > 0 且 不 是 整数 时 ,《18》 
的 右边 一 般 都 为 正 数 , 则 满足 (13) 的 非 负 解 2 an r ~ 0,j= 
1,.' 4, 就 不 满足 (18)， 害 平面 的 作用 就 是 能 从 定义 域 (10),(11) 
中 制 去 一 部 分 非 负 解 ,但 不 割 去 非 负 整数 解 。 根 据 # 的 不 同 取 值 ， 
下 将 我 们 将 导出 各 种 形式 的 割 焉 面 

在 Gomory 割 平 让 (18) 中 ,让 上 一 1， 则 可 得 


>; (=; 一 Le; ])8; > zw — Lal. 
jm1 
记 
Ti m Gi Le;], = 0,1,--- sd. 
上 式 可 写 为 
a 
BY run 2 ri 


j=1 


引进 非 负 的 松弛 变量 *， 得 条 件 


i 
s m —r 6 + > Fitis (195 


jmi 


称 C19) 为 分 数 害 平面， 方程 (19) 中 的 各 个 系数 是 方程 (13) 中 各 个 
系数 的 小 数 部 分 . 
因为 


Xi (La 一 >; Lesli) 一 (—ra + > run) 


-s (Leal 一 > Lals) — fis 


所 以 当 x. WRENNER ERN, s 自然 也 取 非 负 整 数值 。 
HEDO), (10), (11), 《12) 为 《P)， 称 线 任 规 划 间 题 (9)， 


. 91 ° 


C10),C11)% (P). $ CË) 为 《P) 的 松弛 问题 ， 

求解 整数 规划 (P) 的 分 数 割 平面 程序 : 

HRl 利用 第 一 章 58 rise pA bie ik, REH HH 
向 题 (P), # (P) 没有 最 优 解 ， 则 容易 证 明 ,《P) 也 没有 最 优 
解 , 步 又 终止 ， 若 (及 有 最 优 解 , 设 达到 最 优 时 的 表达 式 为 


z = oq + > ailm t), 


11 
如 此 时 有 
aa O00 22 0, = 0,1,- nf 1,- d. 
步骤 2 ERAR es WEEK, WPR F, <= x WFE 
(P) 的 最 优 解 。， 相 反 , 设 ss 是 上 中 最 头 上 的 非 整 数 分量 。 即 
Į 一 min{ijlen 不 是 整数 ， i= 0,1,:-. n]. 
取 诱 导 方 程 为 


t 
z; = z + >; alat), 


jmi 


REFIT I 
HES 从 诱导 方程 导出 分 数 客 平面 


d 
J == rp > tilt) 
I ?=1 


其 中 的 ry = ag — Lan], 
FE 4 EFRR YF 


max |= lor > 0, 1<i<4) = DL Á, 
r fis 


JRS 作 参 数 变换 
| =< j> =< d, 


得 新 的 表 法 式 


a 92.» 


4: 
z w &, + > Ki), MARI tii € Zi, 
351 
其 中 


2, = L ot rima P $, 
Fs ru 


H 6 3 s 之 9， 则 转 到 步 破 2; 相反 , 转 到 步 绝 1， 求 改 
进 后 的 ( 即 加 上 割 平 面条 件 后 的 ) 线 铁 规 划 松 弛 癌 题 的 最 优 解 ， 
根据 割 平 面 的 性 质 , 在 步 允 中 的 参数 变换 下 ,问题 的 解 集 不 
变 ， 
定理 2.1t ”对 整数 规划 CP)， 分数 其 平面 程 凤 必 在 有 限 步 
内 终止， 
证 明 ; 用 反 证 法 。 假 设 过 程 无 限 。 设 


z aà + > a 一 下) k _ 1,2,..° 
i 


是 计算 过 程 中 的 农 达 式 序列 ， 设 其 中 的 无 限 子 序列 


z == age + > afer] e = 1.2... 
i 


Ë ak 之 0《 这 样 的 子 序列 必 存 在 . 否则 巴 发 现 某 个 松弛 问题 [多 
无 允许 解 , 步 台 已 在 有 限 步 内 终止 ,), 根 据 字 典 序 单纯 形 算法 的 性 
质 (定理 1.25), 有 gat, 又 因 汶 其 中 有 无限 的 子 序列 {at}, 
使 ot 0, WEA ayi, k= 1,22... 因此， {adt 必 为 非 
增 数 列 , 且 下 界 激 0。 因 此 , 必 存 在 整数 n W ko WAAAY 
k, E ck zna MA kek, WF, ah < m + 1, 设 at = m 
+r < m +, Ë r, = 0, WA k > k, 时 ,就 有 s = m. 车 
0 二 7 < 1, 则 由 步 台 2， 第 个 表达 式 的 诱导 行 必 为 0， 经 步 
88 5 中 的 参数 变换 后 ,有 关系 


apt = ab — 一 一 一 一 r p =Ç oj — ra = o 
ain 一 Cote! 


其 中 的 ;表示 被 替换 的 参数 是 第 ;个 参 变 量 ， Ai, Š ¿> k, 
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PP, ah 一 和。 六 为 drait, WE k, PUE, ieh) 作为 
非 增 数列 , 岗 样 ,其 下 界 为 0， 故 必 存在 整数 和 ke m Sm, 
k, Sku EA £ > k, 了 时 ,有 sh 2° n, 2: 0,asË < n, + 1, iz 
air n Fr datli Æ rn=0, 则 当天 之 和 Bh, 就 有 
sb n, # O< r. <1, HIS k2> k, P, AA ak ERRE 
数 n 不 变 , 由 步 又 2， 第 k, 个 表达 式 的 诱导 行 必 为 1。 经 步骤 
5 中 的 参数 变换 后 ,得 
P — qË = kh ma ct 
OF w ay == Mes aip! == ly Ç lapi 

这 里 ,仍然 假设 被 痊 换 的 参数 是 第 :个 参 变量 、 由 于 a 已 保持 
定 值 , 故 必 有 

ofr = Oot 0 ,ok > 0, 
因此 ,有 

aki < atp 一 F, = flj; 
这 就 证 明了 当 K>), AA 
ah ™ nay Gl = m, 
EL IIE, ZE ahehe, 最 后 可 得 ; 当天 足够 大 时 ,中 必 
保持 不 变 ， 这 就 与 alrt APE. EE, 
Hi K min 4x + 5y, 
满足 3z 十 27 227, 


x 十 47 光 了， 

3x + y > 2, 

z,y 为 非 负 整数 。 
写成 参数 形式 为 
* max x, 


MER sm — hr 一 5x; t Co 
xz, m= —7 + irn t 2x;, 
z, = —5 + vx, t 4z;, 
£, = —2 T 3x, -F zy, 
x. 为 非 负 整数 ， 
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其 中 的 C, 2 E Bp kb EER paa C, 100, 

步骤 1 Fidan bu 3 E, RRA RER. E 
3 1. 

PA? 因 co 不 是 整数 , 选 诱导 方程 为 


入 一 一 一 入 看 一半 区 
3p⁄⁄ 3 导出 汗 平 面 
h TOETA n) y A 
FE 求 
— a, L 
max Wi = 
10 10 


FRS 以 s 替换 x BRR 
步骤 6 因 已 得 线性 规划 最 优 解 , 故 转 到 步 又 ?。 
HE2 因 ax 不 是 整数 , 选 诱导 方程 为 


Ü 
xz; = 2 + Ica) 一 > (—s2. 


步 台 3 SH NDEI 
—_ 1 l 4( ， 
. f; 7 7 《 z) z< nje 
步骤 R 
! ea — o 7 
max l 4 +—  —— = 2, 
7 7 


FR 5 以 s B n B3, 
33 6 因 已 获 线性 规划 最 优 解 , 故 转 到 步骤 2, 
步骤 2 ES ww 不 是 牲 数 , 选 诱导 方程 为 


Xe =e — 12 + + (—x) + Z (—5), 


| 


we | wl | win 


[E 
mx(. 3 -了 一 一 和 Gi =], 
4 4 3 

FAR 5 以 a Bi r, DHA 

# 6 因 巴 效 线 性 规划 最 优 解 , 故 转 到 步 牟 2. 

FA 2 o EREKE, APR R. 整数 规划 问题 
的 最 优 解 为 

x= x = 2, y= x == 1， 目标 函数 最 小 值 为 13。 计算 过 程 
mE [ 中 点 四 一 国 一 国 一 四 一 外 一 轿 ， 

第 一 个 着 平面 为 

1 7 


8 
i 


mitm EAO- s O, 
第 二 个 割 平面 为 
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rm — L L 11 hE , — —4- z, 22 I O, 
7 7 7 


加 上 它 后 ,使 点 国 一 点 加, 
第 三 个 市 平面 为 


nem tnt Ša 9 tae tn > 0. 


加 上 它 局 ,使 点 加 -> 点 图， 
对 诱导 方程 


4 
z == Gp -十 > walt), 
f=1 


着 在 Gomory 制 平面 (18) rh, 让 k= + > 1， 则 可 得 不 等 
式 


e+ 次 图 (9 


= > |+ mr T > |- ] eyl 
= |>! x, = D, 


引进 松弛 变量 ”后 ,可 得 条 件 
一 Jee] + > [=] (m) > 0. (20) 


显然 , 当 u 是 非 负 整 数 时 ,5 也 必 取 非 负 整数 。 称 (20) 为 整数 割 
平面 。 

RE (P) 的 对 个 鉴 数 害 平 面 程序 : 

假设 我 们 已 具有 满足 如 下 狂 质 (i) 和 (ii) HEREA: 


x == as "+ 2: ai Cti). 
G) 整数 性 ， 所 有 的 ea 都 是 整数 。 


= 9 s 


GD FMRE, a0, j= 1, d, 一 般 地 说 , 可 利用 第 一 
E s 8 中 的 对 方法 , 求 上 述 的 初始 表达 式 ， 
HRI 若 ow > 0, WEHE, z— o EE C) 的 最 优 
解 。 相 反 , 设 
I 一 min 和 an < 0,0 < i =< n), 
取 诱 导 方 程 为 
x; = o 十 > oC—#). 
步骤 2 ERAR ai> 0, WIRKE, CP》 无 允许 解 .和 
肥 , 按 字典 序 的 大 小 , 求 
a min{faloy < 0,1 < j= d). 
步骤 3 求 
å 一 mar{ {ayl loy < 0,1 = j= dl. 
步骤 4 导出 整数 割 平面 


-fje | co. 


步 又 5 ”利用 制 平面 条 件 , 作 参数 变换 
š, = sj = rj,1 < j = +< 2, 


[|-> |ë] Co, 
得 新 的 表达 式 
rt 十 > ai), 


其 中 


a, = sn = a + E CAE 1 


然后 转 到 步骤 1， 
从 上 和 站 之 间 的 关系 式 ,可 以 看 出 ， 计 算 过 程 中 保持 了 表 


达 式 的 系数 的 整数 性 【主要 因为 旋转 元 为 || 一 一 1) 


. JJa 


若 mo 之 0， 则 显然 有 maero, 
若 ai < 0, HIH 2 和:# 的 取 耻 ,可 知 


|= ua =a a>, 


因此 ,计算 过 程 中 也 保持 了 =; 的 字典 序 正 的 性质 。 
由 as < 0, 可 知 


8, = os + 名 | tp — Usa 


Rp 
y — 8, >z, > 0, 
因此 ,计算 过 程 中 也 保持 了 向 量 o 的 字典 序 单 调 下 降 性 。 
定理 212 PIE (P) 的 定义 城 非 空 ， 则 对 偶 整 数 割 平面 
程序 必 在 有 限 步 内 终止 。 
证 明 : 设 
z= al + D aak 1,21... 


为 计算 过 程 中 的 参数 表达 式 序列 。 由 性 质 : 
ajrat, 
可 知 {oh} 必 为 非 增 的 整数 序列 。 h (P) 的 定义 域 非 宅 ， 容 易 
WNR, eh 必 有 下 界 ， 一 个 有 下 界 的 非 增 整数 序列 ,只 能 取 有 限 个 
不 同 的 数值 。 因 此 , 在 某 k FAE, ah 必 保 持 某 固定 的 浆 数 不 
变 。 此 后 ,{e 妇 必 为 非 增 整数 序列 ， 假 如 有 某 个 k> k, a < 
0， 则 根据 步骤 1， 诱 导 行 应 取 为 1。 设 被 替 黎 掉 的 参 变量 为 t, 
uA 
Hi e a ip 
ai hta, 后 | 
由 于 
at < Ooh < 0, 
可 得 
an > ata 
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与 非 增 性 相 矛 盾 ， 因 此 , 当 k> k 时 , 必 有 
ah = 0. 
因此 ， 必 在 在 某 整 数 k. > k, EBS kek 时 ， ahal, W 
持 固 定 的 整数 值 不 变 ， 午 复 上 述 论 证 ， 依 次 考虑 ahiak et, fir 
题 即 可 得 证 。 诞 毕 ， 
HDR 5. 352 6, 37 是 对 例 1 用 对 偶 整 数 害 平面 方法 求 


家 中 附 记 号 “ 闪 ” 的 行 是 诱导 行 ， 附 1 "的 变量 是 被 肆 换 的 
人 艰 变 是， 变换 过 程 是 图 2 HADA B — AC 
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A0KMIEIIDW IE EMERE 

Ga) oa = OF l,a, 

《by ai = 0 i 1, 4 
的 表达 式 出 发 ,最 后 达到 满足 条 件 ，; 

(c) 所 有 的 cn 为 整数 ， 

对 偶 整 数 割 平面 算 靶 是 从 满 是 条 件 〈b) M (oO WARAH 
发 ,最 后 达到 满足 条 件 G) 

下 面 介绍 的 原始 割 平面 算法 是 从 满足 条 件 Ca) 和 【《c) 的 表 
还 式 出 发 ,最 后 达到 满足 《by。 

假设 我 们 已 有 表达 式 


T= -+ >; alti). 
1 


它 满足 条 件 
Gi) m > 0; 
Gi) 所 有 的 aú 都 是 整数 ; 
Gii) 表达 式 中 存在 某 方程 p， 使 得 对 jel, e,n, AHE 
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质 : 
性 质 (D 若 ax, 则 ,i > 0; 
H U) # mi < 0， 则 按 向 量 字典 序 顺序 ,有 关系 
z min P. aglap > 0, 1 <ç ¿ < 中 


假如 表达 式 中 没有 这 样 的 方程 p, 可 附加 一 个 方程 
x, 一 M 十 > (=r), 


其 中 对 是 足够 大 的 整数 .。 显然 ， 此 附加 的 方程 满足 性 质 〈《D 和 
GD, 

MiraN: 

HEL 《选择 被 替换 的 安 量 1.) 

# a> 0, j= 1, , d, MIER ESIA x = 0⁄4 便 是 Ce) 
HARE. AE FZAD, R 

1 = m -于 a 

Pa e, in [Z an> 0S1}, 
(根据 性 质 (])， 显 然 有 s, < 0) 

#2 《选择 诱导 行 D 

首先 计算 


0, -He min f2 |e, > o}, 


W 2.1 E 0, 2 1, UR I r REDIERE). 根 
反 ,进行 步骤 2.2. 

步 弛 22 E 6 < 志 1,《 称 此 为 退化 情形 ) 其 选择 1 matn 
下 : 

F 2.21 没 在 前 一 次 变换 中 ,所 选 的 诱导 行为 ,而 此 时 
有 

0 =< Cta < G, 

则 继续 选取 ”作为 诱导 行 否则 进行 步骤 22.2, 

F 22.2 EAT AE 


0 =< z, < Opes 
则 选 = p. EU 2.2.3. 
2338 223 车 对 所 有 的 i 之 1， 有 


tn 2 + Čia 
žr 


IDETTE 2.2.4, 否则 , 求 
i = min fa tio < Tai > 1}. 
选取 Į me í* 《因为 Ops > 0 ,cm > 0, 故 Tir, > 0). 
步骤 224 到 


| m miní(í|oe, < oo í > 11, 
FRS 选取 7 一 e, >> 0， 导出 整数 割 平面 


n= [j+ > eo. 
PRI “利用 割 平面 条 件 , 作 参 数 变 的 
Bd 
a= |+ > [E] C+ 
得 新 的 表达 式 
z — a, + > ali). 
其 中 
a, 一 —,>0, (212 
g= a [E] s. i=. 《22) 


RE RIPE 1 


从 关系 (21),(22), 可 知 变换 过 程 中 保持 了 表达 式 系 数 的 整数 
性 ， 从 关系 式 


Ua Ep m |z] Cie Z Cig — Ori > 0 
ds 
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可 知 在 变换 过 程 中 ,保持 了 o 的 非 负 性 。 特 别 地 ， 在 退化 情形 ， 
有 üa oni™ 01 n, 
TEKH Eg tr RRRA Gii). 
假设 o; MEEA C) 和 I1)， 设 表达 式 


z = ou 十 >; u; (—s) 
i 


的 诱导 行为 1， 被 奉 换 的 变量 为 “。 设 替换 后 的 表达 式 为 
r= m + 2; ali), 


B AR'EBR9BSSh4i25 1, 9300325 s. 
性 质 1 对 任何 的 了 天 6,:， 有 
Opil K a, G, 
证 明 : 着 e, > Q, M s REECE, TARER. 
车 =, < 0， 则 由 性 质 〈D7， 可 知 命 舌 成 立 ， 车 cu 一 0， 则 由 
性 质 (1) 及 c, >i, TARAR. TEA, 
性 质 2 HERRY j 0s, 有 
Dpi KEA, 
IER: 因为 
Opli 一 人 io 
— .— [%i _ .— |i 
an (a= [E]a)- (= [E] an) 2 
让 性 质 1, 即 可 知 命题 成 立 ， 证 毕 ， 
性 质 3 a HER Gi 中 的 性 质 (D. 
证 明 ; 若 aoj, MRR j= s. 六 为 w<0:ar > 0, 
由 性 质 2 , 即 可 得 as > 0。 证 毕 ， 
人 性质 4 m 满足 条 件 (iii) 中 的 性 质 《12》。 
证 明 : 着 ai > o, MER js WER, 
Sehi 


了 天 0 
P am sf 


38 Bi) < 0, B ;= 0,, 则 由 性 质 2, 可 得 
a > - 
Cpr (77 

# i= =, Hjh Bp = Apt = Mms 可 得 : 

Br 

üp 


G, 
mx 


pr 
因此 ,可 得 关系 式 ( 按 铅 量 的 字典 序 大 小 小 
2, = 8. = i : H 
rara max 位 [a < 0, 中 (23) 
z, . Í a; . N 
mn [zl a, > 0 = tp. (24) 
BACA AARTE. UE. 
性 质 5 2 E. 
Opu Ü, 
证 明 : 由 关系 24) 直接 可 得 。 证 毕 ， 
性 质 6 ü, = 一 的 < 0, E 
Ka < aj, 1 < z s < d. 
证 明 : 由 变换 关系 (21? 和 (22), 即 得 
üp = 一 cy < 0, (由 i 的 取 法 可 知 zr, > 0) 


Di = G; 一 |z] or 1857 56 +=; d. , 


ig 
由 
EZH ji Oti , 
H <ši, e, El <a, 
BIFE 
üj > O75 . 
LHF 
ži < zu +1, 
arn iai it 
即 得 


m, P Cj — G, [2] = B; Z: D ,; > s, 
li 


证 毕 . 
性 质 7 FREA 


r= x, -+ >; a(i) 


的 诱导 行 是 按 步 牟 2.2.1 3821525 1, 则 有 
on > 0。 
证 明 : 由 性 质 6 交接 可 得 ， 证 毕 。 
性 质 7 说 明 任 何 的 行 只 能 连续 有 限 次 被 选 为 诱导 行 。 
定理 213 车 整 数 规划 问题 P》 有 最 优 解 , NARE 
平面 程序 疼 在 有 限 步 内 终止 ， 
证 明 ; 用 反 证 著 。 因 为 过 0,21 了 时, 必 有 有 
ün = ap t I, 
因此 , 荐 问题 有 最 优 解 , 非 退 化 情形 只 能 出 现 有 限 次 。 故 若 过 程 无 
跟 , 则 计算 到 某 一 步 以 后 , 必 都 为 退化 傅 形 , 即 所 有 的 & < 1。 因 
此 ,从 某 一 步 以 后 ,所 有 的 (ea 将 保持 定 值 pas 过 一 01，…… n, 
下 面 ,我 们 将 由 此 来 导出 矛盾 
由 性 质 5 ,可 知 向 量 序列 


按 字典 序 单 调 上 和 天。 考虑 数列 
{agp} = iaoa’ h 
En fE3t—2P EL , IE 52 # 

Op > Op ™ LITE 
MAHE 7 和 PiE TRR 2,2.2， 必 将 在 某 一 步 
选取 1 一 p。 再 根据 规则 2.2.1 MER? ,经 过 有 限 步 后 , 就 要 出 
现 

Gp < Opo = Hpo 


HHFA. BERA 【cs 中 ， 必 有 无 穷 多 项 使 得 
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0 < z, €< G, = poe 
因为 区 间 [0,wwo] 中 ， 只 有 有 限 多 个 不 同 的 整数 ， 改 数列 {ap} 
中 必 存 在 一 个 取 固 定 值 的 子 数列 (l). 对比 子 数列 而 言 ， 因 为 


对 应 的 (5) BEREM HER |) EEEN, MER 
-DAR [2] 必 保持 因 定 的 值 不 变 ， 又 由 于 原 序列 Ë) ü 
是 非 降 的 , 故 必 在 革 一 步 和 后， 全 保持 固定 值 不 


有 从 k 步 以 后 ， = a, 的 第 2 个 分 量 = 就 构成 一 非 降 数 


# P 


列 [2], RESA 和 性 质 ? ,容易 证 明 , 在 k 步 以 后 
Ar 
有 


一 His 
Aai 


以 及 
= < His 
Gy 


AT EEEE E ROEE BERS DL, AM 
定 信 不 变 。 即 在 某 一 步 和 后， 名 必 保持 固定 的 信 不 变 ， 再 


由 大 序列 (Zehe TERA A e} 也 
maenna. w [eh [91 mmnm 
r 


序列 fE) 在 有 限 步 后 ,保持 固定 向 量 不 变 , 这 就 矛盾 于 性 质 5 ， 
an 
证 毕 ， 


max x= 3x,— ¥i 


= 108 + 


ME te 5 — 2x,-+ r, 
x = z) ti 
x, = 21 — 8z, + 2x;, 
Zi] z, 22 0, 


2032 "XN 到 整 数 。 


表 8 至 表 11 是 和 用 原始 整数 割 平面 方法 的 计算 过 程 。 特 殊 行 
PRA z, 的 表达 式 。 计 算 过 程 如 图 3 中 成 四 一 四 一 国 ， 
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53 练习 题 


1. 设 多 面体 


3 一 Ri|e— D u t D uy 21 1 = 1, 
j=0 PT 


所 有 的 220, p> o}, dim(8) = a, 


P = {rn0) nT = (mis ° * " sta) € Rem E R' ny < 0, 
mx sÇ no 《对 所 有 的 y 和 z), 一 ! = a Í < 1, 
《下 一 0,1……， 97]}。 
设 P 的 所 有 顶点 为 《n'ya0) ,Cf 一 1 也 )。 
求证 : 8 一 {zlaiz S anl — 1,:: * mi. 
2, 设 只 是 多 面体 
P = (z€ R5 | Az < b) 


110 < 


中 的 酝 一 顶点 ， 对 一 A (i= 1,08), 其 中 的 9 和 p; BEE 
负 整 数 ， 设 


0, maxlenl, 0, 一 marfii. 
了 


求证 : 
0 < p; < n0,(n0 D)", 
leg < Caba", 
zj < nn 
3.8 A= (ag) 是 一 个 m x n KERE, Vr 


0, 一 maxjojl。 
ij 


$= (r€ Zs|r Æ 0, Ar = 0, rm) = L,-- * ,n] 
~ h, 
Wi 
Q — {uT € R jsd D 1, ui < m(0 m)" i m 1 sn} 
> $, 
4. 设 A= (a) 是 一 个 加 Xn WEER, e€ Z=, 
0 , = ax] ai 0 = max |$,|, 
$= (r€ Zij Ax S bY së $, 
S = (x€ ZI Ax >= b} sa Ó, 
G) RE: 存在 z€ S, 使 得 
x; Ç Z = (Ü m)" (09, + Oant 1... . n, 
Cii) 求证 存在 ES, 使 得 
TE < (0 m) 0, + Om + nytt), jele, 


G Ek Zp | maxlcz]z € SJ < to, 0, = maxleil, 求 


证 ; [Zl < s0.o. 
Civ) 设 何 题 : max(cz|z 6 $S] 有 解 , 记 


a lila 


¿= max[m + 2,5}, 
日 一 max{04,0, ,0.}, 


则 必 存 在 一 个 最 优 解 t, 使 得 
z; < p(0ry G + 2010: 十 2r-1(201/2"22) 
(i = 1,2,.. n), 


5. 设 
$ = T Z" |a < al, 


a 6 Zi jm 0,11," n 
k= g. d. la" G 15 


HI 
(sy = Ís R° |> y” < lz] 
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第 三 章 ”线性 混合 整数 规划 
$1 割 平面 方法 


线性 混合 整数 规划 问题 的 标准 形式 为 
$ mar z, = > ct + > eri t Ca 
满足 条 件 ü k 
> Gjt; + x mz = bj, (= l, m, 


Ti 0, j= 0, 1,*" " fis 
x 取 整 数 ，j 一 0.1," .. r 
记 
(MP) 一 {x1x 满足 条 件 (2),(3)}， 
CMS) = {rje 满足 条 件 (2),(3),(4)}， 
C! m (C... C) Ct (Ct CG.) 


ans “ty Gy 
-| : ]- 
laty ** "Gar 
Gytis’ s ia 
-| : J- B Pa); 


Aarti tsas 


afi] — Tk.) 


则 问题 445: (022 32 区 4 可 以 写成 如 下 的 矩阵 形式 ， 


(1) 


OQ) 


(3) 
(4) 


s 113. 


求 max x= Clyt -= Ci + C,, 
满足 条 件 
At + Pta b, 
s 2 0, 7 一 0 1T) ny 
z; 取 整 数 ， j= 0, 1,.-.., s, 
定理 3.1 对 任意 的 六 1 < i < ,以 及 任意 的 有 理 数 1 > 0, 
条 件 


Dy Lagle; + 
151 


Æ (M$) 的 一 个 分 离 。 即 
*€ (MS) > x 满足 条 件 (5)， 
其 中 的 


1 ; S hajr < Lib] (5) 
— fi isj 


J= {jlr +i=<j= n, HE a< 0), 
fi = 15, — L25,]. 
证 明 : 对 任意 的 z€ (MS), Æ 


(i> >; Aati > h — 1, 
I=r+1 


则 
5 Lza;; Jx; < > lay x; < 15, — > 4a,jz; 
< 25, — (f; — 1) = lib + 1, 
BX LK Ey Sik AAA 
2 Lai zi < hl. (6) 
FEF 
因为 
TL = T 名 Aa, x; = 0, 
所 以 


“1i4. 


5 La; ]z; + 


$) tajr < Lab], 
i; jeJ 


¿=1 
GDE D laws] — 1, 
]=r+1 
则 
> lla; Jx + — 2) asi 
jl 一 h ieJ 
< >; taa 十 — >; Arts 
71=1 l—f 1 
< 1, — > laz; ++ — > ayti 
imr+1 fi jey 
< 1 b, — > hs +- 一 上 一 D ban 
Í j € 7 
1 
= 1 b. " 一 1 
lh 十 (z on) = ) 
= 15, +—— (> hauzi) 
f: itl 
< Fi b, + -人 s hauz) 
fi imrt+l 
一 25, — š, 
= Liè; J, 
TH, 


如 第 一 章 $ 8 中 所 述 ， 假设 线性 混合 整数 规划 问题 已 表示 成 
如 下 的 参数 形式 


求 max x, = dyt >; ooi — tn), 


z, = cu + >; akat), I 
I! 


< 115" 


x, "agt >; ailt) (7) 


Xen ™ Ora t Jent), 
i 


2 = G. 二 > w, (—t;), 


假设 应 用 字汇 序 单纯 形 算法 , 伺 求 得 线性 规划 问题 G), (25, 
《3) 的 最 优 解 ,并 且 不 六 假设 ,(7) 便 是 达到 最 优 时 的 表达 式 ， 因 此 
有 
dn 0, i= 0,11," n, 
d 2 Ù, j= 1,-.. 4, 


RH, EmA, tarto aana MEE, IBE x = m 便 
EEU), O) GCIR. ME, DR 
I= min{ile PEER, 08; < rJ, 
称 条 和 件 


z = an 十 > al— ti) (8) 


为 诱导 方程 。 下 面 介绍 混合 整数 规划 的 Gomory WPH. 
定义 
1 一 (ls 是 整数 变量 ,1 < j < 41, 
了 一 Ul 不 是 整数 变量 ,1 <i <d), 
G| = Loa] + fns 
a; = Les] + ry, IET, 
l == {jE I| r i < ral, 
L = (€ Ira > ras 
J, = (€ Jer > 01, 
J, = {FE Jla; < 01, 
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则 请 导 方 程 (3) 可 号 为 | 
z; == Lan] 十 rut >; Les ]K—i) 
i €! 


+ Zilan] + 11(—s;) + 2 r (z) 
十 > Cry 一 1)(—s) + > a (—2) 


iih 


+ > ayt). 


ih 
BKM papapa] 
一 Pi 小 2 riti 十 2 Cry — 124; 
+ > G t; -f > ti 


= p, 中 Las] + >; Le; 10 —s;) 
ITA 
+ > {Lenj + 1—15), 


当 ,KI I) 取 整 数 时 ,上 上 式 右边 必 取 整数 。 因 此 , 左边 也 必 取 
整数 ， 即 


£ = — rn + >: frjtj + >; (r 一 1); 
iq, jei 


+ > jti + >; fi 
ish isj: 


必 取 整数 ， 
G) Æ: kiet, MA 
> us 2 Qiii 22 Fm (9) 


Gi) Æ: RAER. MA 
> (ra — iat z ayl < —1 十 rus 


isih 
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Bi Fi 二 1 + p P 38348 


u= r ti + >; u Tuti 22 rus 


ié fn ief, fi 


(10) 


因为 不 等 式 (9) 和 (10) H, n 的 系数 都 是 非 负 的 ， 收 对 诱导 方程 


《8) 的 任何 非 负 整数 解 , 必 满 足 不 等 式 
> tyli + 22 型 一 rni 十 > Giit 


1 th, Fi ish 


+ >; -Air #j 22 Tm 
jeh a~l 


引进 松弛 变量 F 后 ,上 式 可 写 为 
s = — fn + >] Cfa > 0, 
i 
其 中 
fo "= fo 
Tijs J€ L, 
型 一 r 了 ET 
rm™— 1 
fu = Cs je 


i ra Edu 
称 (11) 为 混合 整数 规划 的 Gomory WPH. 
定理 3.2 假设 表达 式 
£ = ¿ç 十 >; e (—s) 
i 
满足 yri, js 0。 假 设 ow 不 是 整数 ， 诱 导 方 程 取 为 
Xa = Gq + > Syl — ti) 
割 平面 条 件 为 


118 = 


(11) 


(12) 


s = — fe + >; ChK; 
设 按 字典 序 单纯 形 算 诸 ,用 + 1⁄2 38 s 后 的 表达 式 为 
x = öt > akt), 


则 有 
a, < Leyl. 
UFBH: 4# 
(i) 二 不 是 整数 变量 ， 出 有 


Gi) 5 是 整数 变量 ,日 r,< rm《 即 ;6 1,)， 则 有 
a= au — f2 ma, == ww 一 E a, < ie — 人 0 一 Loew). 


far 
Cii) s€ 7。 则 有 
Bou = G 一 ` = T < om — zu < sx — fe 
< an re = Lon]. 
证 毕 。 
和 线性 整数 规划 的 分 数 割 平面 程序 完全 相 类 似 地 可 以 建立 线 
性 混合 整数 规划 的 审 平 面 算 落 。 类 似 地 ， 利 用 人 性质 Ga ltty-0, 
以 及 定理 3.2, 可 以 证 明 , 必 存在 某 指标 kt k > k, M , añ, ft 
持 茶 整数 不 变 。 此 后 ,就 可 将 定理 3.2 应 用 到 数列 (ok), AA, P, 
存在 某 指标 k > ko 1848234 k 2 k, BT, añ, R al, Sbi ek Se. 
依次 类 推 ,就 可 证 明 算 法 必 在 有 限 步 内 终止 ，。 
例 1 求 max r, = —4x;— 10*, + 20, 


满足 
5 1 
n y 3™™ y 
11 
Intan T, 
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Xi fas 2 f 2 0, 
Xos Z 2, WEH, 
E P PA SE AR PEA RIRE R 1 T. 


s= T - i 4, 《一 地 + si (~h) 
a a a a Cs, 
3 
了 一 {2}, =i), 
ram L, r= Ê 
P. 3 fa 3" 
因此 ， 
I = gs 1,™= {2}, 
J = $, hm {1}, 
因此 ， 


ep edi 
G-E- 
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rm 上 _ 2 — — 1 -一 外 
$3 3 PK 1) ç Š 1), 


因为 
4 dola 
max E 妆 | 6, 
3 6 
改 得 :一 I. HS BREEE, mR ,2, 
# 2 


问题 的 最 优 解 为 


xam 18, a= | L 


1 
5 i nms neo, 


52 分 解 方法 


假设 一 个 混合 整数 规划 问题 的 约束 条 件 已 被 划分 成 两 部 分 ， 
一 部 分 是 复杂 的 ， 田 一 部 分 是 和 葡 单 的 。 例 如 已 罕 成 如 下 的 分 块 形 
式 (MIP): 
求 mar x, = cz + dy, (13) 
HER 
A + Auy = bs (t4) 
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Anr F Any = b,, C15) 
r> 0, > y 2 0, (16) 
y 为 整数 向 量 。 (17) 
其 中 的 条 件 (15) 是 复杂 的 ， 条 件 (14) 是 简单 的 ， 仍 设 问 题 〈《13)， 
《14),(16),《17) 比 较 容易 求解 ， 
记 
F = yle >y 之 0, 是 整数 向 量 }， 
H = ((x,y)| Ax + Any = bz = 0,y EF}, 
(HY R H paymi fa, 
HAER y € F , 定义 多 面体 ; 
AL) = {r| Aut = bi — Any, Ane = b, — Anys x 2 0), 
对 应 于 每 一 个 < 下， 可 得 一 个 线性 规划 问题 ; 
z, = maz{ex + dy|z € AOD}, 
TE (MIP) 的 一 个 了 问题 , 记 作 POL PO BB SLRI 
为 : 
mintix=,5, + mb, — (is + m a)y 
+ dy|z, Au + mda 2 c}, 
记 作 DO) 4 PO) 无 允许 解 时 ,定义 二 四 一 一 22。 记 
u = mm) pun t mAn 2 c]. 
为 了 叙述 简明 起 见 ,这 里 只 考 虚 最 简单 的 情形 。 候 定 # mH) 85 
EZAR, iE 
(ml, n), r€ Tas 
(=, y), t€ TH 
分 别 表示 多 面体 x 和 (三 六 的 所 有 的 顶点 。 根据 以 上 的 定义 ， 混 
合 整 数 规 划 (MIP) 可 以 化 为 一 个 等 价 地 整数 规划 问题 (I. P.P: 
max z (y) 
一 max maxícx + dy|z € A(Cy)} 
= maxr minldy + a(b, 一 Any) + mkh: — Aay) 
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(xn) € u} 
-— max{zl dy + xz (5, 一 Ang) + mb, — Aay) 


Z= felm) É 8] 
一 max(x,[dy + ailh, — Any) + ah — Any} 
> za t€ T.,y€ F]. (L. P.) 
W oE T, 的 任 一 子 集 , 则 定义 〈L.P.)》 AE PCO) 如 下 : 
r .( Q) = maxfxolay + xil, — Aay) + ailh, — Any) 
> xa z€ O ,y € F). 
容易 证 明 , 对 任 冲 的 y € F, Q0ST,, 23 
z(y) < z (T,) < xÁ 0), 
E z(y) 一 z(9), 则 PO) 的 最 优 解 便 是 《MIP) 的 最 优 解 。 
分 解 算法 的 计算 程序 I: 
步骤 1. 任 取 一 y€ F, RE PO) 和 DO) IRE DO) 
的 最 优 解 为 Cau). E Q = {1}。 然 后 进行 步 驴 2 ， 
步骤 2. 求解 号 @》。， 设 求 得 最 优 解 为 了 然后 进行 步 琶 3 。 
步 又 3， 求解 PO) 和 DG) 设 求 得 DG) 的 最 优 解 为 
《zfx7， 然 后 进行 步 4. 
PA E 07) 一 z(Q)5, MERE, PO 的 最 优 解 
ME (MIP) 的 最 优 解 。 若 
xF) — dy H nih, + AF) + bs — Aay) < xQ), 
wE 9U 1 0. AJ535982, 
因为 在 计算 过 程 中 , 子 集 8 不 断 增 大 ，xo(8) 不 断 减 小 , 故 步 
瑟 必 在 有 限 步 内 终止 。 
对 应 于 任 给 的 腕 子 am 定义 问题 RC) 如 下 ; 
Xa) = max{er + dy + ah, — Anr — Aay) iey) 
€ (H). 
称 问 题 (RD: 
min xC) 
为 《MIP) MAKMA RREA, mM ROn) Æ (R) 的 一 
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个 子 问题 。 间 题 O 可 以 化 为 一 个 等 价 的 线性 规划 问题 《L.R.7: 
min Ên) 


= min maxz[czx -+ dy + ab, — Ant 一 Aay) 


(zx,9) € (HY) 
一 min{fzolcex + dy + x,(b, — Ant — Any) 
< xa (z,y) € (HY) 
= min([z,[cz' -+ dy + rkb — A — Any") 
< x,t€ Ta), (L.R.5 


车 5 是 Ts 的 任 一 于 集 , 则 定义 《LR.) 的 松弛 问题 RCS) 如 下 : 
z,(S) = min[íz,] ez" + dy! + nb — Ans — Any’) 
=< x, € SY. 
性质 1 
min ta) 
一 max[ez + dy| Ayr + Any = bbs, € (H°). 
证 明 : 因为 问题 : 
min rrm) 
可 以 写成 线性 规划 (L.R.); 


min zo 


满足 
x, t x,( Au! + Aay — b) Z: e> -+ dy! , r€ Tu 
(L.R.) 的 对 侦 线 性 规划 为 : 


max c (> mrt ) + (> zy), 


HJE 
Zeal, 


ET y 


D (Aur + Aay — b)at — 0, 


Ty 
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= minmin(a (b, 一 AF) 十 站 (太一 A) 


+ dylr Au 2 c — mAn) 
= minmaz{er + dy + mb, — Aut — AP) 


(z,y) € (H)°) 
= min(x,|ez + dy -+ ab, — Ant — AnaY) 
< x,,(z,$) € (H°) 
< min(x,|ez + dy + nlb, — Ant — Any) 
< zao (z,y)€ (Hy = tTa), 
定理 3.3 F (m,y) # (m, 是 子规 划 P(y) 和 DCO) 
HERE E (y) 是 ROD 的 一 个 最 优 解 。 荐 这 时 有 y= 
y, MJ G, 2 EE (MIP) 的 最 优 解 
证 明 : 根据 性 质 3 以 及 P) Æ MIP) 的 子 问题 , 故 有 关 
系 : 
akal) 之 Ta) 2° z(y), (18) 
另 一 方面 ,因为 RGG) KERAS y), WA 
x (=!) = maxfcx + dy + ab — Aat — Aay) 
Lesy) E (H>) 
= min{dy + ah, — Any) + mh — Aay") 
mAn 2 c — mAn} 
-dý + ailh, 一 Any) + ny Ch, — Any) . 
A Cal EU， 所 以 
dy’ + xih, — Any") + ab, — Any’) 
dy + zh, 一 Any’) + aih 一 Any") 
= xai), 
即 
z(y) Z rC). (19) 
由 C18) 和 (19), 可 得 kC") 一 Cai) WER, 
定理 3.4 若 (2,?) 是 RGD 的 最 优 解 ; 若 y) 和 
Gad) 是 POY 和 DON 的 最 优 解 ; PARA am =, 则 C, 
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y EE (MIP) 的 最 优 解 。 
证 明 ; 因为 《= 和) 是 DO 的 景 优 解 ,所 以 有 : 
zy) = miníz,(0, 一 Any") + Ab — Any) + dy | 
mAn 2 e WA} 
= maxíczx + dy + (b, — Ant — Axy')| 
(z,y')€ HY) 
= cxt + dy! + ath, — Aast — Ay) 
Z cet + dy + nb — dat’ — Any’) 
一 z,(z2), 
再 由 (18) 可 得 rly) 一 re, ER, 
分 解 算法 的 计算 程序 H: 
Rl 任 取 一 y《 ,求解 PO) 和 DG). ERE DO 
的 最 优 解 为 x' = Caim), H 
Q = {1}, ¿= 1, 
P2 求解 RCxi)， 设 求 得 最 优 解 为 Cx*,y*》, 
步骤 3 求解 PO 和 DCy*)。 设 求 得 最 优 解 为 (#y*) 和 
n" = (xP 22), Z4185SE TRES 3218 0 ry"), 
PA E =? x, WFR, y) 便 是 (MIP) 的 
最 优 解 ， 相 反 ,求解 RCxsY7， 设 求 得 最 协 解 为 (2 y). 
3985 E Jey, WPR, (y) ME (MIP) 的 
RRE., WE TDG. 
P (ABEP), 在 步 又 6.1 和 6.2 中 任 选 其 一 。 
步 恬 5.1 x"— = Q Uli 11 0. i+ 1— i 然后， 转 
副 步 号 2 ， 
步骤 6.2 求解 CLP.) 的 松 驰 问题 CO) 设 求 得 的 最 优 解 
为 了 , 目标 函数 全 为 z (Q). 
步骤 7 求解 子规 划 P(F) 和 DO). 记 它 们 的 最 优 解 为 
(zy) 和 (mn), 
步骤 8 车 z(y)= s(Q), MARE, (ay) 482 (MIP) 
WERE., HE 
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Reca -> 人 十 1] 一， 然后 转 到 步骤 2 ， 
$ 3 选 赴 问 题 的 分 解 算法 


# 个 城市 {1,2,…',n}, 每 日 需要 某 种 物资 ,计划 要 在 

其 中 的 m 个 城市 中 ,建造 w 座 生产 这 种 物资 的 工厂 ,假设 各 工厂 的 
规模 不 限 。 让 cn 表示 若 在 城市 ; 建 广 ， 而 城市 7 所 需 的 物资 完 
全 由 城市 i 负责 供应 时 ， 每 日 花 的 总 运费 。 定义 0,1 变量 y, 和 
£;; 如 下 ; 

? -全 若 在 城市 Ç 建 广 ， 

lo, 着 不 在 城市 i 建 三， 

a = [P Bi 由 扩 市 了 供应 

0, 相反， 
则 选 直 问题 可 写成 如 下 的 数学 形式 ， 


* min 2 J Cati 《总 运费 最 少 )， (20) 
imi j=l 
Dryml, jm 1,22... n, (21) 
《每 个 城市 从 一 个 工厂 得 到 供应 》 
21 y = m, (22) 
Gm) 
xu; Yis is jm 1,2-2, (23) 
(y; = 0 => x; = 0,;j — 1,22," 5), 
所 有 的 y 和 xi BO 1, (24) 


怒 其 中 的 条 件 (21) 腹 作 《MIP) 问题 中 的 条 件 【15)， 对 任意 给 定 
ET r’ 一 (Caf, "°. sA >, 定义 问题 R(x" > 如 下 : 


如 min D D est + 2) De h’ 
OF Ç f n 
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WE 
Symm, LPEE TE TS =], 2t, 
i 


所 有 的 y 和 2 取 0 或 1。 
ARAH, RC) 的 最 优 解 必 满 足 关 系 : 


Yis 当 z; + x? =< 0 时 ， 
amh, Ej ca T+ =) > 0 时 ， 0 
定义 
Ei = min{eii + xf ,0}, 
ĉi k > É; 
W R(x) 可 以 等 价 地 写 为 如 下 简单 形式 : 
求 min > Eiti» (262 
HE 
> yi = m, (27) 
所 有 的 y 取 0 或 1。 (28) 


知道 问题 (26):《277 (287 的 解 ?后 ,就 可 通过 关系 (257, 定 出 对 应 
的 Xij 的 值 。 

不 妨 可 设 ; 5 已 排列 成 如 下 顺序 : 

tn < z, < ++" < Eae 
让 y' 表示 R(zt) ARR. MARRE, y 为 : 
yl = y; = --- w y = 1, 其余 的 开 一 0 

再 根据 关系 式 (25》, 就 可 定 出 R(x') HERRER zh), 

对 任意 给 定 的 O, Y 向 重 y, 之 六 一 m, 定义 子规 划 PO) 


如 下 : 
求 L = min D D cutis 《29》 
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满足 
DI 1,i= 1, n, (30) 
í 


OSiR y, i = lpn (31) 
PCy) 的 对 偏 规划 DO) 为 : 


求 max i> z; 一 >: > zait (32) 
满足 


=; — w; S< c; jj = lyn, (33) 
m; 22 0, t, = k,n, (34) 
对 PQ) 和 Dty)， 我 们 能 直接 写 出 它们 的 最 优 解 。 不 失 一 般 
性 ,假如 所 给 的 7 为 ; 
y = y =. = y, = 1, 
at == Yan = * r" m y, = 0, 
设 
Eja = min c, s ma |2,“ 


则 容易 看 出，P( 的 最 优 解 为 : 
1, 3 ; = # 时 
umh Ëf ii Bf 

DO) 的 最 优 解 为 : 


} i, l= 1, t, 


wj = Cy, j = [,-. . n, 
ni Ole ls, hy 1 sy 
m; = max{0 ey — En} i= th l,a m,n, 
设 多 面体 
# = {x = (zima) |=; — ma < caza 2 0, 
imll, ni j= l,a} 
的 所 有 顶点 为 : 
w, t€ Ta 

则 上 述 选 址 问题 可 以 等 价 地 化 为 如 下 的 问题 CLP.) 
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minz,(y) 
y 


= min minÍ $) D) ¿uzulzu 满足 (30).(31} 


í i 


> min max121 xi 一 之 > miiYil (mimi) € u) 
> z) — > Dri; < 2 (misma) EN, 


= min Íz: 


> = m wR 01) 


Er — DD hy < t ET, 
Py, y o 1]. GLP.) 


= min [= 


对 任意 的 OST., EX GLP.) 的 松弛 问题 PCO) 如 下 : ， 
aO) = min sD — DD 8 < zo, s€ 9, 
i i i 


2 m y: Ho R 1]. 


计算 程序 
步 呈 1 任 取 一 y, WE 
Drem, yy 01, 


求解 PO) 和 DO) ARE DO) ABRERA (zl, z) B 
Q ~ {1}, = I, 

PI 求解 R), BRRR RRH hy?) 

步骤 3 求解 PCy*) 设 DCy*)。， 设 求 得 最 优 解 为 《26， 7 的 
和 Cx ri, BRARED 20"). 

PEA A eri Gelyn), WERE, (ey?) 
便 是 问题 的 最 优 解 ， 相 反 ， 求 解 RG?) URERA Ei 
Fr). 
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2I Ay = y G =l, en), WERE, Cr y7》 
PEMER. AR, HTPR 6. 

DE 6 (AARP) 在 步骤 6.1 和 6.2 中 任 选 其 一 

FEG afit, 0U1E 十 1 一 6 十 1 六 然后 转 
SFA 2, 

HR 6.2 求解 BO) 设 求 得 的 最 优 解 为 y, HRABI 
为 z (Q), 

步骤 7 RETHA PG) 和 DG). 记 它 们 的 最 优 解 为 
(zi) 和 《十 ， 元 1 站， 

步骤 8 E x(y)= z(X9), MPRE, Ge EEE 
aRt. AR A 

再 一 mh QUL H1}, itli, 然后 转 到 步 又 2。 


$4 分 枝 估 界 法 


分 校 估 界 法 是 一 种 分 类 短 送 的 方法 ， 是 整数 规划 中 常用 的 解 
法 : 它 有 三 个 基本 概念 : 

1. 分 解 

对 任何 线 铂 沽 合 整 炊 规 划 问 题 (P), 让 FO) RA PIHI 
AEREA. TE P) (P), FERH: 


G) U ECP) = FCP), 


(2) F(POnF(PD = $, 15616 i=< 9, ME CP》 可 分 
H Ch) PO 之 和 ， 

最 通常 的 分 解 方式 是 “两 分 法 "。 酌 如 , 落 x E (P) 的 一 个 
4,1 变量 ,两 问题 (CP) 可 以 按照 条 件 “zr = 0" 和 “x; 一 1” 分 解 为 
METERA, 

2. 松弛 

几 是 放养 《P》 的 某 些 约束 条 件 后 ;所 得 到 的 问题 (了 ， 都 称 
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为 《P) 的 松弛 问题 。 对 于 《〈P) HERABE CRRA 
下 明显 的 狂 质 : 

(1) # E) 没有 对 许 解 , 则 《P》 也 没有 人 允许 解 .| 

(2) (P) 的 最 大 值 不 大 于 (Ë) 的 最 大 值 ， 

(3) # (Ë) 的 一 个 最 优 解 是 《P》 的 允许 解 , 则 它 也 是 (P) 
的 一 个 最 优 解 。 

最 通常 的 松弛 方式 是 放弃 变量 的 整数 狂 村 求 ， 

3. 探测 

假设 按 某 种 规划 ,已 将 问题 《P) 分解 为 于 问题 CP), a 
(P) 之 和 ,并 且 各 《Pi) CAR ERRERA (Ë). 

(1) 车 (Ë; RAAF, MEHT C) 没有 允许 解 ， 因 
HTA (P) 的 分 解 表 上 把 它 删 去 ， 

(2) 假设 当时 已 掌握 了 〈P)》 的 一 个 允许 解 x*, CABRA 
MÉX zf。 若 松弛 问题 (名 ) 的 最 大 值 不 比 zf 天 , 则 探 明了 (PD 
中 没有 比 x* 更 好 的 允许 解 ， 因 此 ， 已 无 须 再 进一步 考 丧 《Pi)， 
可 从 分 解 表 上 把 它 删 去 。 

G) # (ËO) 的 最 优 解 是 CPi) 的 允许 解 , 则 已 求 得 了 《Pi2) 
的 一 个 最 优 解 , 因 此 ,也 无 须 再 进一步 考 上 起 《Pi) Y, TURELEM 
去 .这 时 ,车 (Pi) 的 最 优 解 比 <* 好 ,奢求 ,替换 x", AeA 
新 zF 的 记录 ， | 

(4) 假如 表 上 各 个 《多 ) 的 内 标 函数 最 天 值 都 不 比 * 大 , 那 
么 ,当时 的 记录 解 x**， 便 是 原 问 题 (P) 的 一 个 最 优 艇 。 

利用 分 解 .松弛 .探测 技术 ， 求 解 混合 线性 整数 规划 的 一 般 方 
法 可 叙述 如 下 。 

设 问 题 (P) 25: 


* ki 
jal kai 


满足 
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和 t 
Sayt > bizt: =b; i = 1,2," M, 
imi tui 


iatis” "Z. i y: ° ° "Je 2 0, 
Fis" "sXe 廊 求 取 整 数值 ， 


让 (Ë) 表示 放弃 z, 的 整数 竹 要 求 后 的 线性 规划 问题 。 

DR 1, 用 单纯 形 方法 求解 (了)， 

E (P) 无 允许 解 , 则 步骤 终止 ，(P) 无 允许 解 。 

# (P) TEAKE WHARE, (P) 无 最 大 值 ， 

E (P) 有 最 优 解 , 设 为 i, BABY 入。 这 时 , 若 Z ECP) 
的 允许 解 , 则 步骤 终止 ，8 也 是 (P) 的 最 优 解 。 若 RECP) 
的 允许 解 , 则 赋予 〈P) 的 目标 函数 值 上 界 为 iu 

D2 E xm (CP)Y,z* = #,zt = —co, 

PR, E x 一 几 ， 则 步骤 终止 ，z* GE. (P) 的 最 优 解 。 
GB z* 一 #, 则 (P) 无 允许 解 )， 否 则 进行 步 台 4 

PE 4, Mr 中 取出 一 个 使 上 界 值 最 大 的 子 问题 , 记 作 (CP), 
ACCP) —> =, 

P5. 对 (CP), 放弃 各 z 的 整数 性 要 求 后 ,得 松弛 问题 
(CP)， 然 后 ,用 单纯 形 方法 求解 (CP). 

PRG, E CCP) EAR, ERPE 3， 否 则 进行 步 又 
7. 

R7, Æ (CP) 的 最 大 信 <t, ERSA. SWAT 
步骤 8， 

DS, ARE (CP) 的 最 优 解 T 也 是 (CP》 的 允许 解 ， 
MRAPI 10, 和 否则 进行 步 又 9, 

SRI 选取 一 个 整数 变量 *;， 它 使 Z RENK, RAE 
“aa la” f “z, 2 | 各 | 十 1”, 将 (CP) 分 解 为 两 个 子 问题 
(CP) 和 (CP,)， 并 赋予 它们 上 界 名 ,将 (CP1) f (CPD, 以 
及 它们 的 上 界 记 人 = 中 。 然 后 转 到 步骤 4. 

pad 10, # £ > xb, 则 tat i r ARERR, 
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车 Z < zr, MEIHE 3, 


55 B 数 Ë 
考虑 0,1 规划 向 题 《P): 
求 min z = ¿s = Fl city, 
3=1 
满足 条 件 


gt = >` aati 2 bi, í = 1, M, 
irl 


r, 2 0ER 1, j= 1,7, 

其 中 cj,aij ;5 都 是 整数 ， 

不 妨 可 设 所 有 的 ci 之 0。 因为 若 育 某 个 c < 二 0。， 刚 作 变 换 
zi 一 【一 xi 后 ,目标 函数 中 xy 的 系数 就 变 为 —¿ > 4。 也 不 搞 
可 设 

IETEN 

对 任意 的 变量 r E (P) RRI “ri = 0” M “x; = 1” 分 
为 两 个 子 回 题 C) P 之 各, 则 记 CPO 2 {一 入 ， EPES, 
{十 入 。 在 此 子 向 题 中 ，x; 称 为 固定 变量 ,其 余 的 变量 称 汶 自由 实 
F., M iE rit zi 等 依次 已 因 定 为 1,0,1,… 的 子 问 题 
为 {+i +k, 1. 所 有 已 取 财 定 值 的 变 如 都 称 为 起 定 变 
量 ， 未 取 定 值 的 变量 都 称 为 自由 变量 。 通 常用 表示 固定 变量 指 
标 ( 带 二 .一 号 ?的 某 一 排列 。 用 (cl 表示 对 应 的 子 问题 ，(P) 也 
记 为 {$8}。 对 任何 子 问题 ic}, 定义 它 的 松弛 问题 paik 
ARERR AREA., MEX 157 为 

min (> cemile 取 0 或 1, i£ a). 


在 (óY 中 ， 所 有 的 自由 变量 都 肥 0 的 解 ， 记 为 re， 由 于 ej 之 0 
性 一 1， 2… ,Hn)， 故 (6) 的 最 仿 解 显然 是 v6。 根据 上 述 定 义 ， 
我 们 可 将 CP) 分解 成 如 下 的 树枝 形式 : 
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K 
E NT 
+. i 
Ë É itt Zt} Sy 
(¿2—*[—) 
i+ t=} 
f=} 


i$} 


I+ Z— I+) 


{i+} 


Ig— ZL E E 


(Z+ l+) 


(+ er lt} 
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“Wk UE y WR Hk, MENA., KRWAWA Tin 
Eñ. Bu 01 34 S SEEEESM[ EI II +-1,—21, Khi. AAR 
FERRT {HLA} 如 果 {十 1, 一 2} PBH, WFR 
{二 1, 一 2, 十 3}; 如 果 {十 1, 一 2) 被 探 明 ， 则 下 一 步 深 测 { 一 1}。 

假设 我 们 已 掌握 《P》 的 一 个 允许 解 x*， 它 的 目标 网 数值 为 
zf 一 cxt, MEZE (P) hE- TAa, A x; 是 lo) 中 
下 标 最 小 的 自由 变量 ， 

(i) # cn Sr, HM (21 中 没有 比 x* 更 好 的 允许 解 ， 因 
jk, (e) ERA. 

Gi) Æ co 过 zx, B z 是 《P》 的 介 许 解 , 则 置 x* 一 ce， 
xý == con (cE SHAR, 

G) # enart, Z 不 是 (e) 的 介 许 解 ， 但 是 co 十 
ci Irr, 则 显然 {0} 中 也 没有 比 z* 更 好 的 允许 解 ，{c} 已 探 
BH. 

(iv) 设 自 由 变量 为 totp t otip 满足 

cë, + cj S c "F ej < + * ° S zz + cji, < x? 
=< ez ++ ci. < :* ° S ega F cj, 
记 了 一 全 声称 J 为 可 选集 ， 害 义 
S; = aq — bi ls, 
J = {ijn < 0}, 
Jim {jeJ aa > 0), i€ 1, 
t, = > Sj, IEF 
iEJi 

容易 还 骨 : 

(a) BAI 76ET， 使 得 6 s < 0, HJ {o} 中 必 无 (P) 的 
人 允许 解 。 

(b) EAR IELI o BE stn t ayeo, B) (e) 
中 没有 使 n=l BJ (P) 的 允许 解 。 AE, TAJ rh kin jhia 
标 j, MARREK J, 和 u, 

利用 上 人 述 简单 的 探测 方式 ， 下 面 介 绍 一 个 初等 的 计算 方 沦 ，。 
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EEVFWSLEQrR REI. AE. 

0, E (P) WAERME RA zt, E xf 一 
cx*, 《假如 不 容易 找到 人 允许 解 ， 则 置 "= p, 太一 十 c)， 置 
{ey = {p}, a= (0,0,0, 

LĒ LO 之 地， 则 转 到 步骤 9, 相反 ， 计算 Si aia — b, 
(i= 1,2,:- 1 m), 

2,36 ; 20(i = 1,2, em), BU oo 是 《P》 的 允许 解 ， 则 
ËL <z*— zo, z? Coq， 然 局 转 到 步骤 9。 相反 , 置 了 一 Ula < 
0}。 设 自由 变量 为 : fo z Cm G <i < < h). 38 
cm 十 cj 2 zt, WARR 9， 相 到, 进行 步 台 3 

3. 计 算 cot cialt = 1.2... ËD, = 

J = {ilen + z, < xë, 1 << < kl, 
4.3 J— ó, WEAS 9 HE APRS, 
5, J; = {jij €}, aa>0Y El, tm 21 aj, i€ 1, 
JEJ; 


EART ici, EB stuet, Hikes, HE, 
进行 步骤 7， 
7. 考察 每 一 个 指标 je J, BEERA icl, GB ie 7, Wú 
t; + fi + 全 条 < 0, pij JM > J, #& FA 8631258 4, H ;进行 步 
又 8.。 
8. 对 每 一 指标 ja， 定义 
Di == min; + fij ,0}, 
Di kam > Diis 


Ém1 
D; 一 max(D;|; É c), 
g = j. 
置 {o, 十 ?} = (ch, RARE 1, 
9.2 {o} PHRES ERER 0 AE WPR RTE 
狂 完 所 有 的 子 问题 。 此 时 的 <", ERE b, EE (P) 的 最 优 解 ; 
若是 o, W (P) EAE., E (c) 中 的 国定 变量 不 全 是 取 M 
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Ai, i (s) = {: `. +Fr,—:,: MM ,一 二， Bpa t, E {a} 中 最 后 
被 固定 为 1 的 变量 ， 则 息 《、… ,一 fr} dol, RARP L. 
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1. 仿照 线性 整数 规划 的 分 数 割 平面 算法 ， 建 立 线 途 混 合 整 数 
规划 的 割 平面 算法 。 并 证 明 算 靶 的 收银 惰 。 进 一 步 ， 当 目标 嘲 数 
2 不 要 求 一 定 取 整 数值 时 , 如何 应 用 荐 平面 算法 求解 ? 

2. 记 

Z, = {r|z 一 (Y 2E ZER}, 


Sm {z]z€ Z,, 4z -+ Dy <b}, 
(S> = {wlw = >; e(=)z, > ælg) = 1.) 


zEU x€U 
a(z) 20,UCS,|U1 ARR} 
证 明 : 存在 有 限 个 Z, 中 的 向 量 


x 
(小 i=l, th 


[7 . 
#= (5) 了 一 1 
满足 
Wi 十 也 1 二 5 
Azi t DF t, jt, 
使 得 
À # A 
(~ fala = Z a + 210, Tael, 
ini i=l imi 
所 有 的 a, Bi >o}, 


3. ERTS BADER kp yR IAS YHP i, 1228 n 个 
城市 : {1;2，…… ,x}，、 都 需要 某 种 物资 , 今 计划 要 在 其 中 的 若干 个 
城市 中 建造 生产 这 种 物资 的 工厂 ,假设 各 工厂 的 规模 不 限 ,可 根据 
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需要 而 定 ， 让 f 表示 车 在 城市 i 建 厂 ,二 年 中 所 化 的 生产 投资 费 
用 ; cr 表示 若 在 城市 i 建 三 , 七 年 中 城市 i 所 需 的 这 种 物资 爹 部 
由 城市 i 供应 的 总 运费 ， 定 义 

一 医者 不 在 城市 B`, 

”10， SERT i 建 厂 ， 

sy = P Rb i ma i 负责 供应 

” ”tt 相反， 
则 以 费用 总 和 最 少 为 目标 的 选 址 问题 可 写成 如 下 的 0;1 规 划 问 
Eq: 


RO (DD ant Ea- yy), 
T 


Dizi = 1, j= 1, 


tei 
r ty <1, djel, f, 
所 有 的 wç F y; 取 0 或 1, 
请 计算 下 述 数 值 例 子 : 
f = (300 500 500 300 300 350 250 300 400 350 500), 
10 40 100 70 60 110 {90 140 200 200 109 
120 30 180 270 150 240 450 450 480 480 180 
200 120 20 100 220 280 360 180 200 260 180 
195 135 75 I3 195 255 345 105 225 270 210 
48 40 BA [04 & 40 i20 160 168 168 55 
£ = B88 64 }12 136 40 8 80 184 192 152 72 
190 150 180 230 150 100 10 270 200 90 90 
280 300 180 14D 460 460 540 20 160 380 360 
400 320 200 200 420 480 400 160 20 220 350 
200 160 130 180 210 190 30 196 110 10 109 
200 120 180 250 220 180 180 360 380 200 29 
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第 四 章 ”组合 线性 规划 
$1 图 的 基本 概念 


轩 论 和 组 合 数学 中 的 很 多 基本 问题 可 以 形成 为 线性 整数 规划 
问题 。 将 线性 规划 的 理论 和 方法 应 用 到 转 论 .组 合 数学 .以 及 计算 
机 科学 后 ,获得 了 很 多 深刻 的 结果 , 产生 了 深远 的 影响 , 并 由 此 而 
发 展 成 一 个 很 医 跃 的 分 支 -一 组 合 最 优化 。 下 面 ， 首 先 介绍 一 些 
有 关 的 图 的 基本 概念 ， 

一 个 图 G 是 由 两 个 集合 VY 和 所 组 成 的 , 记 作 G — [V , El, 
V 一 (sn, batte p. ROAR, CRTA RAGNA. E 一 
{erir tea) WIAR CLR < 是 某 个 无 序 的 点 对 , WAG 
的 边 , 若 e = [ei e) 是 一 条 边 , 则 称 pi,v; 是 互相 关联 的 ， 它 们 
E e 的 两 个 端点 ,同时 也 称 * 是 点 w R vi 的 关联 边 ， 关联 于 点 
s 的 边 的 集合 记 作 sO), 关联 于 点 ?的 点 的 集合 记 作 TO), 称 
ale) 中 的 边 数 18Co) | 为 点 ?的 度 ( 或 次 ), 记 作 do) 通常 记 

86 = min dlv), Á = max dlr). 
PR ee 若 有 一 个 公共 的 端点 ， 则 称 a Moen 是 互相 关联 
的 ， 两 个 图 G [V,E], C 一 [VE], ##V'SV, E'GE, Hi 
称 8 是 6 的 一 个 子 图 。 对 V'SV, RE Gy — [V,U] 2) G 
AV 导出 子 图 ,其 中 
U = {inniinn V', [nas] € EJ. 

一 个 具有 n 个 点 的 图 , 若 每 一 对 点 都 互相 关联 , 则 称 其 为 完全 图 , 记 
作 天 。。 如 果 图 如 的 点 集 了 能够 划分 为 两 个 不 交 的 子 集 了 与 大 之 
和 ,使 得 如 的 每 一 条 过 都 关联 于 了 ,和 V, 中 的 各 一 个 点 , 则 称 G 是 
一 个 二 部 图 。 对 图 G 一 [F ,上 8], 称 图 GeL, E] 为 G 的 补 


| * i41. 


网 ,其 中 
E = {fro ll Ernod # E} 

点 于 集 XCV, BERRA WALER, MEX HAH 
HERR, KA DMR, (EBUS O AA SOKE R AKA, #R 
为 最 大 点 无 关 集 ， 而 它 所 售 的 点 孝 称 为 图 的 点 无 关 数 ， 通 常 记 作 
bn AFR KXSE, FERTH, 两 两 互 不 关联 , 则 称 居 为 图 的 
一 边 无 关 集 。 在 各 个 这 鞍 关 集中 ,使 所 含 的 边 数 达到 最 大 的 , 称 为 
最 大 这 无 关 党 ,而 它 所 合 的 边 数 称 为 图 的 边 无 关 数 , 记 作 如。 点子 
集 SCV , 若 使 得 图 中 任 党 一 个 边 ,至 少 与 $8 中 一 个 点 相关 联 , 则 称 
5 为 图 的 一 点 履 盖 集 . 在 各 个 点 覆盖 集中 ,使 所 含 的 点 数 达 到 最 小 
的 ， 称 为 最 小 点 覆盖 集 。 它 所 含 的 点 数 称 为 图 的 点 履 熏 数 ， 记 作 
e. WTE SOE, 区 使 得 图 中 任意 一 个 点 ,至 少 与 8 中 一 个 边 相 
关联 , 则 称 5 为 图 的 一 边 履 盖 集 , AETA AR, 使 所 含 的 边 
数 达 到 最 小 的 ， 称 为 最 小 这 覆盖 集 。 它 所 含 的 边 数 称 为 图 的 边 虱 
RR, UE a. AFE KSV， 若 使 KK 的 导出 子 图 Gx 是 一 完全 
图 , 岂 称 点 梨 天 为 图 的 一 个 团 , 含 点 数 最 多 的 团 , 称 为 图 的 最 大 团 ， 
它 所 合 的 点 数 称 为 图 的 团 数 , 记 作 w。 一 个 图 的 团 数 等 于 它 的 六 
图 的 点 无 关 数 。 图 的 点 着 鱼 问题 是 讲求 用 最 少 的 颜色 去 架 点 , 每 
个 点 滥 一 种 颜色 , 且 使 得 凡是 染 有 疝 一 种 颜色 的 点 都 互 不 关联 , 邑 
构成 一 点 无 关 集 ,点 警 色 问 题 所 需要 的 最 少 的 阁 色 数 月 , 称 为 图 的 
点 色 数 , 记 作 XZ, ADLA el En SR PI papita kR, $ 
kaea, RA RES A-REN ARERR. 
着 色 问 题 所 需要 的 最 少 的 颜色 数目 , 称 为 图 的 这 色 数 , 记 作 为 ， 锌 
A E AERA GOANA, 记 作 <, 对 图 G, 定义 它 的 点 - 
EKRE A — Ceili ml, an j = 1,:'* 如下: 

， N E e; KARTA wi， 
lo, 相反， 
称 如 下 形式 的 不 同 边 的 序列 p: 
[ww [oi i lionn] + [yp Pi] 


为 连结 点 rj, 和 n, 的 一 条 链 。 称 e, = si, 的 链 为 一 个 医 ， 3 


ETEN 


链 中 所 经 过 的 各 个 点 oa (Ez si, 和 s; 外 ), 都 互 不 相同 ， 贡 称 
其 为 初级 链 ， 落 圈 中 所 包含 的 各 个 点 e 都 互 不 相间 ， 则 称 其 为 
初级 于。 若 对 任何 的 点 sor, EVG Ak), BODRE R E 
v, 和 n 的 链 , 则 称 @G 为 连通 图 。 一 个 不 含 圈 的 连 道 图 , 称 为 一 个 
树 ， 对 图 G 一 [了 ,5]1， 以 及 给 定 的 一 个 点 s €V, 定义; 

Ei = (ele ce E, HR#Fte—48 2 e; 和 点 s, 的 链 }， 

Vi = (s| € YV, 且 存 在 一 条 包含 点 e, 和 v, 的 链 }. 
KTE G = [VE] 为 @G 的 包含 点 n 的 一 连通 片 。 一 条 包 合 
好 中 所 有 的 点 的 初级 链 ， 称 为 哈密 尔 峡 链 。 一 个 包含 图 中 所 有 的 
点 的 初级 于, 称 为 哈密 尔 顿 圈 ， 


§2 图 中 的 一 些 极 大 , 极 小 问题 


给 定 一 个 图 G = IV, El, V — {vv ** “Wal E = (e, 62 
erlats 设 45 = (ej) R GS 123 3BEF. 对 任意 的 子 集 
XSF, 定义 向量 z = (rtr) WF: 

1, 若 s € X, 
Kas i; 车 vÉ X. 
称 * 为 壬 的 关联 向 最 。 对 任意 的 子 集 YCE, ELAR y 一 (y, 
pp 下; 
1, Æ EY, 
= b 若 e | É Y, 
称 了 为 了 的 关联 向 量 。 设 多 = (Pp. PY 是 所 有 的 成 无 关 集 
MERITER I Z 一 (K!,.-. . K: 是 所 有 的 团 所 构成 的 子 祭 
8. ERE F = (f) RT 33 多 的 关联 年 阵 , 即 
1, # El, 
=l, Engr 
G= 1,2, £ J 1,2, oanh itke D 一 《db RES 
DRRR, PD 
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1, # vi/€ Ki， 
0, # v£ K! 
G= 12.0. i 1,22, . n). 利用 上 述 符号 ， 我 们 可 把 图 的 
很 多 基本 参数 摊 写 成 规划 形式 ， 
最 大 点 无 关 集 ; 
让 > 表示 点 无 关 集 的 关联 向 是 ,出 


A= max{ 5 x; Dis jm l,m nhor 1 
i + . 
最 大 边 光 关 集 : 
让 了 表示 边 无 关 集 的 关联 向 里 , 则 
f, = mxi 也 y| Dens 1, n, yi 0 811. 
' i 
el ie 3: 
让 x 表示 点 获 蓝 集 的 关联 向 量 , 则 
a = mial 52 Y; > uzi al, jm 1, m, *; 取 0 或 1}, 
i 


i 


3 MB 818: 
让 y oR W sp 32052 E, WI 


a= mind D y| D anl, no mil, 
i 1 
m AH: 
让 x ERARA, HI 
w = maxÍ 51 a; D has l,i = 1 R oR 1). 


REK: 
证 u Hy n), Mí 取 0 或 1， 则 


da= Í 


x, = miaf Š: “|> mfa > 1, i= 1, m wo Ri]. 


i=1 


在 上 述 各 整数 规划 中 , 若 将 了 ,1 变量 放松 为 非 负 变 最 , 则 可 得 
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如 下 的 六 个 对 应 的 线性 规划 问题 ， 


A = marl D? Yi x 4° < lr > 0). (1) 
721 
P, = mar Fs Ay <1,y>01, (2) 
s= minf D x rde 21 , z 20), (3) 
j=l 
e yil Acy >1,y>0}, (4) 
o= maf D slFe 1, rz> 中 ， (5) 
jmi 
B m min {S uleF >1,u 20}, . (62 
imi 
其 中 1 表示 分 量 都 为 1 的 向 量 。 
利用 线性 规划 对 侦 理 论 ,可 得 关系 式 : 


a, Z a = Ë, Z bas 
a 22 m = Ë, = fis 
e < D = X, =< X. 
上 述 各 0,1 规划 定义 域 的 整 点 凸 包 是 什么 ? 它们 在 什么 情况 
下 ,和 对 应 的 松 驰 线性 规划 问题 有 同样 的 最 优 解 , 因而 , 上 述 不 等 
式 关 系 都 成 为 等 式 ? 这 是 图 论 和 组 合 最 优化 中 ， 一 个 共同 关心 的 
问题 。 
考 专 线性 规划 问题 的 约束 条件: 
Az = b, £ > 0, 
Akm a WEE, ARE m, Bmt B, TIA 
|B| = 1 -1 WE, HA A EERE, B 也 必 是 整数 和 矩阵; 
只 要 5 又 是 整数 府 量 , 那 末 ,对 应 的 基本 解 也 必 是 整数 解 ， 对 任 给 
和 的 整数 算 降 4, 基 有 4 中 任意 阶 的 子 行 列 式 都 取 值 6, 十 1, 或 一 1, 则 
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PRBE A ERRAR ARE H 4 是 爹 单 位 模 的 , HU 47 和 
(4,1) 等 都 是 全 单位 寞 的 , 其 中 RREME, FARRE 
模 的 , 则 约束 集合 
Íz | Az = b,x = 0, 为 整数 向 量 }， 

或 

{r| dz = 5,0 < r < db, d 为 整数 向 量 }， 
或 

falder b, 0 =< r< d,b, d 为 整数 向 量 } 


等 的 所 有 基本 多 许 解 都 是 整数 解 . 

定理 4.1 设 42 是 图 尹 的 点 边关 联 和 矩阵 , 若 如 不 含意 
ERA MRN. 

证 明 : 考虑 A 的 任 一 了 阶 子 行列 式 1D1, D= (da). # 
r=1, RR, 1D| = 1 R0, 现在 ; 设 对 阶 数 小 于 7 的 任何 子 行 
JA D|, 都 使 D| 一 1, 一 1, R 0, 车 |D| 中 有 一 行 或 一 列 全 
为 零 , 则 |D] 一 0。 # ID) 中 有 一 行 或 一 列 只 会 一 个 1， 则 将 
1D1 按 此 行 或 此 列 展开 ,可 得 [D| = 土 |D'|, 其 中 1DP'| 为 一 
1) 芥子 行列 式 , 由 归纳 假设 ,命题 即 可 得 证 。 若 [DI 中 每 行 每 
列 至 少 含 2 个 1, 则 在 号 中 必 能 依次 找 出 一 个 如 下 形式 的 ,数值 都 
为 1 的 元 案 序 列 ; 

did odi ilih dni Eiio j 
因为 45 RAUKE, Br 1 

EAR N s [or 0], `` Leigb] 5 TIER. 
都 是 G 中 的 边 , 且 构成 了 一 个 圈 ,与 假设 矛盾 ， 证 毕 ， 

定理 4.2 设 À 是 图 G 的 点 边关 联 人 第 阵 , 阁 G 是 二 部 图 则 
A 是 全 单位 模 些 阵 ， 

JEBB: AGRAR V =F, UV,,V, V, = p, V, 和 V, 都 是 
G 的 点 无 关 集 、 对 AS 中 任 一 + x r ATER D, 让 D, 8RD 
中 对 应 于 点 e; 的 那 一 行 ， 若 了 的 每 一 列 中 都 含有 两 个 1， 则 关 G 
ERALAR: 
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; 则 AF 


> D, = > D. 


s€, ?经 Fa 
因此 ，|D| 一 0。 若 娓 中 有 某 一 列 全 为 零 , 蓝 显然 D] 一 0;35 D 
中 有 某 一 列 只 省 一 个 1, WK [D| 按 此 列 展 开 , 可 得 | 了 | — + 
[D'| ,D' 为 (r — 1) X (r — 1) OTER, 因此 ， 应 用 数学 归纳 
法 , 命 古 即 可 得 证 ，。 证 毕 。 

定理 43 设 G m [V E] 是 含有 ”个 点 ，* 个 边 的 连通 
E, A 是 G 的 点 边关 联 矩 阵 ， 设 已 知 |A] = 0, Mü |4'| = 
+2, 

证 明 : 显然 r+ 之 3, 且 当 7 一 3 时 ,命题 显然 成 立 。 现 在, 假 
设 当 C 的 点 数 小 于 了 时， 命题 成 立 ， 从 而 要 证 明 点 数 为 ”时 也 
成 立 ， 

G) 若 C 中 有 某 一 点 的 度 为 1, 则 4 中 有 基 一 行 只 全 一 个 
1. 将 |A| 按 此 行 展开 后 ,可 得 | '| 一 + |D] ， 其 中 是 Gr 中 
去 掉 这 度 为 1 的 点 及 其 关联 边 后 的 过 通 子 图 的 关联 拭 阵 ， 由 归纳 
假设 ,可 知 id = [D] = z2, 

Gi) # G 中 各 点 的 度 都 不 小 于 2, 则 有 


2r = 2|V”] < 5 dlv) = 2|E'| =2r, 
rey’ 
因此 ， 各 点 的 度 都 为 2。 又 因为 C 是 连通 图 ， 故 必 是 一 个 初级 


E. 经 过 适当 地 交换 行 和 列 的 次 序 后 ，j 4 | 可 排列 成 如 下 的 形 
式 : 


£] = 


现在 将 L] 按 第 一 列 展开 后 ,可 得 
ta’l 一 |D] + (—1>'1|D,| 3 
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其 中 


1 1 
1 1 
D, = a ° 
1 
1 
I 
i I 
D, = 1 1 , 
1 1 


因此 
|| = 1+ (—1y*, 
当 r 为 俩 数 时 ，|4'| = 0, 3 r 为 奇数 时 ，| Al = +2, EE, 
当 G 是 二 部 图 时 ,由 定理 4.2 可 知 , AKER 4° 是 全 单位 模 
的 ,由 此 ,容易 推 知 ,对 应 的 线性 规划 问题 (1):(27:(3): (4) 的 所 有 
基本 允许 解 都 是 0,1 解 ， 因 此 ,这 时 有 关系 
fa = Ë, = m = niy, o == m = B, = ñ, 
这 就 是 图 沦 中 著名 的 D. Konig 定理 ， 
定理 4.4 对 线性 规划 问题 的 约束 条 件 
{x| Ax = b,x > 0), (7) 
敌对 任意 的 0,1 向 量 ¿= Ceistean), 问题 
miníczr| Az = b, z> 0} 
都 有 整数 的 最 优 解 , 则 条 件 (7) 的 所 有 基本 人 允许 解 都 是 整数 解 。 
证 明 : 设 xz 基 (7) 的 任 一 基本 允许 解 。 设 x* 的 非 基 变 是 的 
指标 集合 为 J， 到 co* = lef, ecr) 如 下 ; 
= I IEJ, 
0, jd, 
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Jü 
miníc*x| Ax = b,x > 0) = e*z* = 0, 

而 且 ，x** 是 唯一 的 最 优 解 。 由 定理 的 假设 ，x* 必 是 整数 解 ， 证 
IE, 

图 G = [V, E] 的 一 个 边 无 关 集 XCE， 若 它 又 是 一 个 边 
狂 盖 集 , 则 称 XX 是 一 个 完美 匹配 ， 有 时 ,我 们 也 简称 为 匹配 . 

让 y= (yt, Ya) 表示 完美 匹配 的 关联 向量 , 则 根据 定 
Xa 了 必须 满足 条 件 


y2 0, (8) 
Ay = 1, (9) 
yj: 0,1 向 量 ， (10) 


反之 ,任何 满足 (8)C9)C10) 的 y, 必 是 基 个 完美 匹配 的 关联 向 最 ， 
以 后 ,我 们 也 就 称 满足 (8)C9)C10) 的 7 为 完美 匹配 ， 
一 个 子 集 TSV， 若 它 所 含 的 点 数 | 了 | 是 奇数 , METHA 
点 集 ， 定 义 
E(T)= (e€ Ele = [vin] n Tv € T), 
ACT) = (e€ Eje [ov] n ET fé T). 
ARER HERZELE y AEBRRTAE 了 ,必须 满足 条 件 


x pa HL, (11) 
e€ BCT) 2 
或 
21 yL (12) 
e;€ AUT 
通常 称 C11) 或 (12) 为 奇 集 条 件 ， 
$3 匹配 多 面体 


这 一 节 中 ,将 证 明 组 合 线性 规划 中 的 一 个 基本 的 定理 ， 
对 应 于 图 G 一 [V ,E]， 记 满足 条 性 
y(e) 2 0 (对 所 有 的 € € E), (13) 
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2; y(e) 一 1《 对 所 有 的 c€ V), (14) 


eE 


> (e) 2>1 (对 所 有 的 奇 点 集 T) C15) 


e€ a(T) 


的 7 了 启 构成 的 集合 为 pc， 称 Pe 为 C 的 完美 匹配 多 面体 《简称 
KESTE) 
定理 45 ?7 为 5 的 完美 匹 定 的 充 要 条 件 是 ?为 pe 的 一 个 
证 明 ; 必要 性 显然 。 下 面 用 数学 归纳 法 证 了 明 充 分 性 . 落 图 的 
点 数 jV | 是 奇数 , 则 Pe 是 空 集 ，G 无 完美 匹配 ， 命 题 成 立 。 着 
IV] 一 2, 命题 也 显然 成 立 ， 现在 假设 IY| 一 对 十 2, 丰 之 1， 
而 对 任何 点 数 小 于 到 的 图 ,命题 已 经 成 立 。 
设 了 是 Pe 的 任 一 顶点 。 
(i) 车 对 所 有 的 奇 点 集 T, T] = 1, |T] |F| 一 1， 都 使 
> y(e) > 1, 
EST) 


则 容易 证 明 , 了 也 是 约 束 集合 (13),(14) 的 一 个 基本 允许 解 。， 利 用 
定理 4.1 和 4.3， 不 难 推出 ， 了 的 分 量 为 4、! 或 —. 且 所 有 取 值 


1 的 边 所 构成 的 子 图 ,是 一 些 互 不 相交 的 , 含 青 数 条 边 的 初级 图 ， 


简称 为 奇 图， 
假如 了 的 分 量 都 是 0 或 1， 则 命题 成 立 。 相反 ， 设 有 一 奇 图 
C ,使 了 在 C 的 边 上 都 取 3. 则 车 取 奇 点 集 T= {vjs € C), 就 
# 
>) ree) = 0 


ENTY 


KERETA. 
Gi) 若 存在 一 奇 点 集 了 ,| = 1.IT| [F] 一 1, 使 得 
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>; Fe) = 1, 


ET) 
设 
到 一 YA\7， IE(T)| =f, JE(T})| = 4, 
[ART =r, r +p+q= m = |El. 
不 妨 可 设 , 向 是 ?了 05 EL HERE in F6533s 
y, 
> - 什 
Ya: 
其 中 的 Ynyr 分 别 是 rapsa 维 向 量 ，y, 的 分 旺 对 应 于 CT) 
由 的 边 ，y， 的 分 最 对 应 于 ECT) 中 的 边 ，y 的 分 量 对 应 于 
E(T) 中 的 边 ， 设 
BLT) = feel 
其 中 
Fled > 0, i= 1, 8, 
ye) = 0, ekt, 
1 
e = [oi sei, e ET € T. 
引信 两 个 新 的 点 e 和 e”, WERTH BB EH 
H e [VE] F H” = [V” ,E”1, 
其 中 
V = TU V” ~ TUT}, 
E' m ECT)U feiste ,sess er}, 
B” m E(T)U(eU, es ,er}, 
e; Ti = 1, ty 
e = [w ,e”], i= lyer, f 
对 应 于 图 H' 和 ,分 别 记 它 们 的 完美 匹配 多 面体 为 Pe 和 
Paw, HAFAB j, EA 


_ fi a í 
y = 他) 和 F _( .). 
y, Ye 
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B y Ñ I” 25 y # ECH) 和 EH 上 的 投影 ,其 中 的 y; 
和 7 的 分 量 对 应 于 {esere} 和 (er, ez) 中 的 边 ; 和 
7: 的 分 景 对 应 于 ECT) 和 ECT) 中 的 边 , 且 使 得 

Fle) = Fle), i= 1, ,rs 

y (e) Fe), e€ E(T), 

F Cer) = Fle), i= ly r, 

y'(e) = y(e), e € E(T), 
根据 假设 


TF) 1, 


CEF S 
容易 证 明 
F EPa, y” € Pur, 
因为 | 人 | <24, V < 2k, EINER, Py 和 Par 
的 项 点 分 别 是 六 和 H” 的 完美 匹配 ， 定 义 
Fi 一 {yy 是 P, 的 顶点, 且 使 yei) 一 1}， 
F; = (y7”|y” 是 Pe 的 顶点 ,县 使 yle) = 1}， 
CG, e r), 
M] F; hš RE 3 FEF 
( sy. 5, 农 示 第 i A r 维 的 单位 向 量 ， 
M'/, M'E p 维 的 0,1 UE. 
Fr PARETA 
(人 y 8, 表示 第 i 个 + 维 的 单位 向 最 ， 
M", M” Æq, 向 最 。 
i? 和 >” 分 别 是 P, 和 Pa 的 顶点 , 那 末 ，7 和 到 部 
是 0,1 向 量 ， 因 此 ,了 也 是 0,1 向 量 , 命题 得 证 ， 相 反 ， 设 y 和 
7 ”中 至 少 有 一 个 不 是 0，1 向 量 ， 根 据 允 许 解 的 表示 y M 110, 
7 和 多 可 分 别 表 示 为 


-5 2 fifi = 之 之 Pisyiss 


m mer 
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A 
2027 2922 a 
í * 


tt yi 
其 中 所 有 的 Bis 20, 的 20, BBD) FG) ml 
PD EA 


设 
, ( ë; ) ” ( ô; ) 
Yig My > Yi M% Å 


作对 应 的 向 量 Ya 如 下 


ð; 
Fii = Ma , 
My 


则 容易 证 明 ，yis,€ Poe， 且 是 G 的 一 个 完美 匹配 ， 定 义 


ait = Pu, iw PEEEET P 


十 面 , 我 们 将 进一步 证 明 
(a) > > D) ai= 1; 
(b) 2; 2: 之 Gesa ieg — y. 


由 此 ,就 可 推 得 ,与 了 是 顶点 的 假设 相 矛 层 . 
因为 


HEHE (De;) 
-2 D > y CD = D 21 fi 
SATC) = 1, 
Ça) 得 证 。 
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记 


p(e,)8, 一 
. PS (¿Da 
genga) -gra E) 


y(e;)8; _ 
D, inya 一 > Pis (ir: ) = [Be] _ Fen, 


i 
> > D1 oieyisn 
, pp Š 
= >; >; 2; IP: 
T T Yy(e;) M” 
21655, 
= bis 
| SM 
285 Mi 
， Fei); ， w 
一 >; 之 =5 (Kets) 之 之 Bis 1 š 
| w; Re 


yen y, 
->[ x - 7 |] -了 
' X MY? 7 


(b) uE, IE, 
设 C(e) EELEE Eh9FE 1358 3k, 称 下 述 癌 题 为 G 上 的 
最 优 匹 配 问 题 . 


$ miaCy 一 > C(e)x(e), 
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满足 
xe) 取 0 或 1, e€ E, 
DiyCe) = 1, s c V, 


EDLO) 


它 的 最 优 解 称 为 关于 CC) 的 最 优 匹 配 ， 
定理 46 ”线性 规划 问题 
min{Cy|y€ Pe} 
的 基本 最 优 解 必 是 G 中 关于 C B9 358 LU RO, 
证 明 : 是 定理 4.5 的 直接 推论 ， 证 毕 。 


$4 2- 匹配 多 面体 


对 给 定 的 图 G ~ [7 , ]， 图 中 的 一 条 哈密 尔 顿 链 是 各 点 的 
度 为 2 或 1 的 连 道 子 图 ， 图 中 的 一 个 哈密 尔 顿 图 是 各 点 的 度 为 2 
的 连通 子 图 ,这 里 ,我 们 放弃 其 中 的 连通 性 条 件 ， 研 究 各 点 的 度 为 
2 或 1 的 子 图 让 bey) 是 给 定 的 1 或 2 的 正 整数 。 对 任意 
的 子 集 了 二 了, 让 


KT) = 215,. 
研究 满足 下 述 条 件 的 了 所 构成 的 集合 : 
21 y(e)= b, €V, (16) 
sEdir) 
yle) =0, c€ E, (17) 
y(e》 取 整数 ， ¿€ E, (185 
ye)< 1, ec€E. (19) 


若 所 有 的 8B, 一 1!， 则 它 的 解 》 就 是 G 的 完美 匹配 。 APAW 
5 一 2， 则 它 的 解 7》 称 为 G 交 2- 匹 配 ， 

一 个 子 集 了 TEV,|T| 之 2， 若 使 民 T》 是 奇数 ， 虽 称 了 为 
ñE, 对 任意 的 子 集 了 CSV， 车 使 存在 (15) 的 某 非 负 整 数 解 y, 
满足 


>: y(e) = 0, 


EAT 
则 
KT)= 215, — 2 z yle), 


BT CRM. AIE HORER EARE y, UREE 
T, 必 有 
2; y(e)2 1, (20) 


称 上 人 述 不 等 式 为 寄 靠 条 件 。 我 们 总 假设 了 不 是 音乐 ， 否 区 (16) 无 
非 负 整 数 解 . 因此, 若 了 是 一 个 奇 集 ; 上 [| A1, T] 2 V| — 1, 
WE, T 一 V\T PEHE. 


首先 ,我 们 研究 多 面体 Fo: 
D emba VEF, (21) 
ye)2> 0, €E, (22) 
2: xCe) 之 1， 对 任意 奇 集 了。 (23) 


[it 
定理 4.7 Fe 的 任何 顶点 了 必 吓 整数 解 。 
证 明 : 先 叙 述 一 下 证 明 购 轴 路 ， 这 是 组 合 规划 中 常用 的 方 
法 . 设 y* 是 Be 的 尾 一 顶点 ,选取 适当 的 非 负 整数 向 量 C ,使 得 
线性 规划 问题 


min {Cy ~ 22 Clee) ly E Fe] (24) 
t48 
有 唯一 的 最 优 解 y* 《容易 证 明 这 样 的 C FE. 
(2489344831 2125: 
tnax (> b,x, + > zr), (25) 
34 **r 
满足 
zr > 0, HEBRHART, (26) 
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Dirt > sr = Cle} e € E. (27) 


F... aT) ar 
设 些 对 侦 规 划 的 最 优 解 为 x*. 
男 一 方面 , 设 整 歼 规划 
min{Cy|y € Fo, y 为 整数 问 量 } (28) 


的 聂 优 解 为 了。 假如 我 们 证 明了 7 和 <* 满足 下 述 的 对 个 关系 《或 
称 松紧 关系 ) 


zst>0= 21 y(e)= 1, (29) 
eT 
ye) > 0 => Sjt 3) zb = Cle), (30) 
s... aTe 


那 末 ,根据 定理 1.14, 了 也 是 问题 (24) 的 最 优 解 。 根 据 最 优 解 唯一 
的 假定 ，7 与 六 重合。 这 样 就 证 明了 Fe 的 任何 顶点 必 是 整数 
解 . 

为 了 证 明 关系 C29) 和 (30)， 我们 首先 将 问题 (28) 转 化 成 一 个 
等 价 的 最 优 匹配 问题 ， 

对 任意 的 v EV 定义 2 的 像 集合 AC): 
{r}, 4 b -l Bi, 
{7e 34 5, 一 2 BA. 
对 任意 的 “一 [v,w]€ E, 定义 < 的 像 集 合 BCe): 

B(e) 一 (e; == BACA 11 =< i = b, 1 =<; = bY. 
构造 辅助 图 G 一 [VE] 如 下 : 
y’ 一 y Alv), E' = [J BCe). 


sk 


Alr) = Í 


定义 
C(e) = CCe)， 对 所 有 的 eE BCe), 
对 应 于 任 一 整数 向 量 y€ Fo, 用 下 述 步 踊 构 井 G” 的 匹配 y. 
Gi) 选取 一 个 使 y(e) > 0 H e= [e,e]16€ E, Æ BCe) rh, 
选取 y(e) 条 彼此 无 关 的 边 ,在 这 些 边 上 ,让 y 都 取 1， 例如 , 置 
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1, 9 1<i=;j= (e), 
0， 对 其 余 的 边 (¿€ B(e). 


Cii) 从 G 中 除去 边 e, 从 G' RREA to Vy ss 
wo 以 及 关联 于 它们 的 所 有 的 边 ， 然 后 ， 用 类 似 的 办 法 ,依次 处 
理 另 外 的 边 , 最 终 必 可 得 到 一 个 G” 的 匹配 了 ， 使 得 


Cy 一 ZIC(e)e) 一 >) p2 cC'(eyy(eÚ) = CY, 
另 一 方面 , 对 应 于 G 的 任 一 匹配 了 ， 可 用 下 述 方 靶 得 到 一 
个 整数 向 量 ye Fç: 
y(z) 一 2: e), e€ E, 


ve) = Í 


显然 也 有 关系 
Cy 一 > C(eyy( = D C'(ey(e) CY. 


e& E e €B(0) 
上 述 对 应 ,说 有 明了 问题 (28) 等 价 于 求 G 中 关于 2” 的 最 优 匹 配 . 
叉 根 据 定理 4.6, 可 知 问题 (28) 等 价 于 求 下 述 线性 规划 的 基本 最 优 
fE: 
min{C’y |y € Pe}. GD 
对 应 于 3 了, 定义 六 如下: 


y (e) 一 ; n Fle), e = Iv ,wléEE, # € BCe) 


TE RAINER C7 = Cy, Fe Pg， 由 此 可 知 ，》 是 问题 (31) 


的 一 个 最 优 解 . 

G) 因为 

> CCENT CE) = babele) E Fe) = C(e)y(e), 
故 CF = Cy. 


Gi) 显然 了 2 0。 且 对 任意 的 ee V', 有 
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>, y()= 2121 TD <i E bus 


e eaw) “ 
¿= [rwicEj = 3) D [AKON KiS bu 
“ i Yw 


e = [v, w]e E} 


Í 1 se)e — [vw] E E} 


《iiy 证 T' 表示 G' hht- AAR, Ea 
[128 1, Tiy — 1. 
##— s€ V, GB 
b. = 2, s€ T', s; € T, 

Bl "《 的 两 个 像 ) 被 T 隔 裂 , 则 对 G' 中 任意 的 过 eg 一 Ds 41, 
w ET, AE eh = low) € ECT), HE 了 Ce 一 Ce》 
办 此 ,这 时 必 满 足 奇 集 条 和 件 

Dre: DB) y(e)= 1. 


PET er eBtas} 
若 尾 何 ”都 不 被 T AE. Mie 
T = {elne T} Db, == |T' |. 
了 
MIA TE- E. HEER e= [r,w]EE, e€ T, wT, 有 
s € T, wi T, 1 = r= h, 1=< E b, RE 


FFD E oL 
PEST?) z€ 6(T> 
上 述 Gi) Gii 证 明了 Z€ Po, BE 
C! = Cy — min(Cyly € Fo, y HER AE 
一 min(C”y'|y' 是 C 的 完美 匹配 } 
= min{ l'y ly E Peh 
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问题 (31) 的 对 侦 规划 为 


max [> 3 十 Š x; b, (32) 


HAST 
满足 
> z‘ + 2) s EC (eV e EE, (33) 
st, [了 
0, HERRAR Toa <ITI <ii- (34) 
设 ? 是 (32),(33),(34) 的 一 个 最 优 解 ， 则 根据 对 侦 理 论 ，7 和 
Z 之 全 , 应 福 足 下 述 松紧 关系 
Fee) > 0 => > z; + 2) s = Cie) (35) 


(了 
z >02 >》 区) 一 1 (36) 
PEKT 

下 面 ,我 们 将 利用 w HA5), (267，《27) 的 最 优 解 <*, WAA 
关系 (35).(36)， 来 证 明 松 紧 关 系 (29):(30) 从 而 也 就 完成 了 定理 
的 证 明 。 

假如 有 某 一 奇 点 集 T',1 < |T'| < |V'| 一 1, 使 得 : 

zr > 0, T RBT v, mET'， GET, BAER 


2 FO>0, (37) 
er LOT ON 
由 

1 一 >; ye) 
sea’) 

> 2 Te)+ 2 ye) 
er ela TING er € {UTINB DP) 

=- E KOH E KO 
ertaroan er E19 OUT 3) 

= > y (e) = 1, 
ety 
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{ele ECT), F Ce) > 0} 
= {ele ELTON EC, Ye > 0YU 


(e|e € LECTIN EC) F Ce) > 0). (38) 
假设 这 时 了 "还 陋 弄 了 另外 的 一 个 点 w， Ew € T, é T”, 
那 末 , 美 似 地 ,也 有 关系 式 


{ele Ee lT), ?Ce) > 0} 
~ {ele'€ [eTIN EC), Pe) > 0YU 
{e'he € LECT N wl FC > 0). (39) 
由 (38) 和 (C39), 可 以 推 得 
{rie ET) y Ce) > 0 = {iei wl nwl 
且 y 在 [ww],[wis9;] owl ene] 上 的 什 都 是 > # 


FERR 


图 1 
定义 
R— {ulve V,s € TNA wit 
则 
2; We) ~ 0, 
Ed) 
大 此 可 得 


IT| = 2158, +2— 2 2) y(e) + 2, 
s... sE 
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5T 是 奇 点 集 的 假设 相 矛 屠 ， 这 就 证 明了 T E2 ERI 
m s, 记 
S= (z|o € V, w € (T'N 655, 


KF) 一 之 Ke), 对 任 瘟 的 FGE, 
则 
I| — 1—= 2158, 2 DF)+ 21 yC) 


= 2y(8B(S8)) + y(8(5)2. 
因为 T Esta. Br bl FOG 是 偶数 ， 
# eG 之 2， 则 由 (382, 可 推 得 关系 式 ; 
2 < y(8(8)) 一 FDN ECD + FMI NBT)) 
=< 1-+ 1=— 2, 
因此 
FEINE =1, FENET) — 0, 
这 就 与 稻 设 (377 相 矛盾, 改 必 有 FE) 一 0。 

至 此 ,我们 证 明了 这 样 的 事实 HERON AR TU < 
I| < IF| 一 1)， 和 至 多 能 卫 裂 六 中 的 一 个 点 ， 当 T ARET 
点 ov， > 0, H ACTAS) > 0 时 , 则 必 有 关系 式 

{ee 6 a(T'), YCE) > 0} = {ee € Co), y'Ce) > 0, 


《407 
这 时 ,我 们 对 # 的 分 量 作 如 下 的 变换 
z, 十 r -> Ego (41) 
0 — z, (42) 
8 的 其 余 分 量 不 变 。 C43) 


称 这 种 变换 为 T 变换 。 容易 证 明 , 经 过 7 变换 后 的 Z 仍然 
与 7 满足 松紧 关系 (35),(36)。 假 如 还 有 其 他 的 奇 点 梨 T ER 
某 个 点 , 且 使 ze > 0 则 作 类 似 地 T 变换 。 直 到 没有 使 zr F 
BHS BW SA T 时 为 止 。 现在 ， 假设 经 过 有 限 次 
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Y 变换 后 ,，#* 已 满足 下 述 性 质 〈D f (HD: 
《ID w 5 y 满 中 松紧 关系 (35),(36); 
《ID z > 0 RAR T RAREN. 
下 面 我 们 将 进一步 证 明 ,这 时 的 了 也 满足 下 述 的 性 质 (II)。 
(ND z 仍 满足 对 偶 规 划 的 条 件 (33》。 
证 明 : 考察 任 一 4Cv) 一 {ont BA eu => [vswil,en = 
[e], 使 FCn) 一 了 ea) > 0, 则 由 性质 C1》, 可 得 
zp trg + D Co), 
ea tT 
m+ + 之 s= Clen). 


e EdtT') 
HE JR (11), 可 得 
> == > =, 
stAT eT) 
又 因为 Ce _ C'en), 可 得 
(i) z ™ s 对 任意 的 A4Cv) {vrh 
记 
Ele) F 如 十 D Fr, 
rer Hea’ 
考察 每 作 一 次 T 变换 对 各 个 EC) 的 影响 
若 e € a(T'), MJ T' ZRA, EC) 的 值 不 增加 、 因 此 保 
持 关 系 ESC 
# e € [6CT'3U8(s)1, MJ T ERE, Ee 的 值 不 变 ， 
因此 保持 关系 El =< Ce 
3⁄ Z € [8(o NCT )], Vk e = Diaw] W| € TyC) > 
o. iB f — iewi MP f € 5CT')。 这 时 , 7?” 变换 后 ,使 >C) 
增加 了 ANE EG) RDT e. HETA: 
《ii》 对 任意 的 “E E,T' 变换 后 ， > EC 的 值 不 增 
| 
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Ji. 
下 面 ,我 们 利用 上 述 的 (i) 和 Gi) FEH (I. 83 
相反 ;有 eim (owe BCe, EB 
Elea) > Cen), e= [ew], 
根据 性 质 (0)， 对 任意 的 “< BCe7， 必 有 
2 w= 2 = 
it) “i EKT’ 
根据 G) 有 
7, = Fps Z € Alv), 
Ea m E, W EAW), 
到 此 ,对 任意 的 € BCe), 有 
BCe) = Eleg) > Clen) = ce), 
即 
D BD) > Sj cle) 
HERH 


s tB) 


BE, Z EAHA L: R 
> Elo) > C'(e), e€ 5. 


sr. BUY 


这 就 与 (ii) 相 矛 盾 , 故 性 质 《HI》 成 立 。 
因为 r 仍 满足 性 质 《1)》 和 (LI1)， 政 仍然 是 对 偶 规划 (32)， 
(33),《34) 的 最 仿 解 。， 现 在 ,我 们 定义 <" 如 下 
z? = fpo VEV, mE Alv), 


am zy, T HRR, T = UJ AC). 
CA Fi 


从 r BEER (D.C), CD, AAH, z 满足 对 个 规划 条 
#F(26)(27), L5 7 满足 松紧 关系 (29), G0, Al, 7 是 线性 规 
划 (24) 的 最 忧 解 ，7 与 和 EA. HR. 

下 面 ,我 们 研究 本 节 的 中 心 问题 一 一 图 如 一 [y,E] 中 的 2- 匹 
A. RE TERR Y 所 构成 的 集合 为 Oç: 
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y(6(6))= 2, vey, (44) 


y(e) 之 0, ce€E, (45) 
X(e)=< 1, e€ E, (46) 
y(e) RERI, ¿e E, (472 


“Fai, Os 是 由 所 有 的 2- 匹配 《的 关联 向 量 ) 所 构成 的 集合 。 
对 任意 的 子 乐 SCV, UR FGEC), Æ y€ Oc， 则 有 关系 
A 


6S)) > CE), 
[F| > x(F), 
y(8(8S))+ ]R] 2 2y(F, (38) 
内 (44) 的 两 边 对 5 中 的 点 求 和 ,可 得 
2y(E(S)) + y(8(8)) = 2|8[, (49) 


# X(8(8)》 必 有 是非 负 偶数 . 
MEK 1F1 是 奇数 , 则 由 (48) 可 得 关系 式 
C268)) + IF| > (F) + t, 60) 
即 
213| — 2y(E(8)) + |F| = 2y(P) + 1, 
由 此 可 得 
KEGY + (P) < |s| + E, GD 


WREE “S, FSC ,FG5C3),]F| 为 奇数 ) 汶 一 个 “桃子 "， 
称 关 系 式 (51) 是 一 个 “53, 了 梳子 "不 等 式 ， 
记 裤 足下 述 条 件 的 ? 所 构成 的 多 面体 为 Go: 
7K5Kp)) 一 2， veEV, 
y(c)2:0, ecE, 
y(e)=< 1, e€6€E. 


KECY) + y(F) < LSI 十 IELA stg “S, F” 梳子 


称 0c 为 2- 匹 配 多 面体 .。 
定理 4.8 Oc 的 任 一 顶点 ”必定 是 G 的 一 个 2- 匹 配 ( 即 y€ 
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Oç). 
证 明 : 在 每 个 边 “一 [v,w] 内 插入 两 个 新 的 点 p, Wg 用 
三 条 新 的 边 
e = inple = [p,,q,1,e; = [gs ww) 
代替 “， 得 到 一 个 新 的 图 C 一 VE], 在 V E, 定义 b; 如 
+, 
p= Ñ v EV, 
“ I, vE) 
考察 满足 下 述 条 件 和 的 y 所 构成 的 集合 be: 
YEY br SEV, 
y(e)> 0, e 6€E, 
y(e) Bed, < F. 
办 为 对 应 于 每 个 eE E， 有 关系 式 
y' (aa) + y(a,) — ye) + y(e;) L, 


所 以 
Ye = y Ceid, 
y()=<1, “€F. 
对 任 一 € Os, fE 
y (a) = y(e;) = y(e), e€ E, (52) 
y(e)= 1— yle), e€ E, (53) 


则 y € bg。 反之 ,对 任 一 y € bz, fF 
ye) = ye), e€ E, 
H| yé O¿ Aik, Oç 中 的 7 与 be 中 的 了 存在 着 一 一 对 应 . 
根据 定理 47, be PHI y, 便 是 多 面体 Fe: 
y(a(w))= b,, 2 EV', 
y(e)> 0, “€E, 
yG (T”))2> 1, 对 所 有 的 奇 集 T'cV' 
的 项 点。 
考察 任 一 “一 [o UV1E 互 ， 以 及 任 一 音 浊 TCV, HoR 
m € T, p, M q. é W T” |Á T Uon) 也 是 一 个 奇人 丸 , H 
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PETN > yT). 
这 时 ,对 应 于 T 的 奇 集 条 件 是 多 余 的 ， 若 rw, p, ETag ETR 
者 vw, 9 ET, p £ M 
ye > y (el) + y'(ea;) = 1, 
这 时 ,对 应 于 T 的 奇 集 条 件 也 是 多 剑 的 。 因 此 ,我 们 只 须 考 起 这 
样 的 奇 集 和 ， 客 与 任何 = 之 间 , 只 有 如 下 三 种 不 同 的 关系 
Gi) {esene} NCT) = é; 
Gi) {eo ee NACT = (ell; 
Gii) {essene} NECE) = {eo} 8 {eh 
HETERIAR T, 定义 
S= {vE V|eeT} 
F = {ele EE eE 8(S),er EBCT Y} 
RAE 《i),tii),(ii)， 不 难 证 明 


>; b; = IF] (mod2), 


因此 ，|F] EAR. HAAR), (53), RAH 
YT 1 
可 以 写 为 
y' CCT Y) = y(a(T'NF) + yOF) 
= y (0(SƏ),MF) + > (1 — y(z2)> 


= y(8(S)) — y(F)+ [F| — y(F) 
— y(8(S))— 2y(F) + |F] 
=l, 


因此 ，G 上 的 坷 党 条 件 等 价 于 G 上 的 “3$, BR” 梳 子 条 件 《507 或 
《51)。 在 变换 (52),， (53) T, Fe 中 的 y 与 Oe 中 的 了 建立 了 
一 一 对 应 ， 且 使 F; 中 的 顶点 对 应 于 O. HAAA, Fe 中 的 
0,1 解 对 应 于 Oç 中 的 0),1 解 。 再 根据 定理 〈4.7)， 命 是 即 可 得 
证 、 证 毕 。 
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$5 均衡 矩阵 


对 约束 条 件 
{z|Ax = b, x > 0}, 

若 4 是 全 单位 模 和 矩阵 , 5 BEREE, MWE, CHORAKAM 
解 都 是 整数 解 。 这 一 节 , 我 们 将 介绍 一 类 矩阵 ,全 和 做 均 衡 矩 阵 ， 它 
是 全 单位 模 性 质 的 某 种 推广 ， 当 4 是 均衡 矩阵 , 5 是 0,1 向 量 时 ， 
则 所 有 的 基本 人 允许 解 都 是 0,1 W. 

设 A= Caa) = (P P... P.) 是 一 个 0,1 矩阵 ， 3 AEA 
包含 如 下 的 子 和 矩阵 也 : 

G) 万 为 奇数 阶 的 方 阵 ; 

Gi) 的 每 一 行 、 每 一 列 怡 好 包含 两 个 1 则 称 4 为 一 个 均衡 
H, 

因为 满足 条 件 (i),(ii) 092358 D, GE 

[D] = +47 RI, r> I, 

因此 ,凡是 全 单位 寞 的 0,1 EBE, La ER. 

定理 4.9 若 4 是 均衡 矩阵 , 且 约 来 集合 

{e] 4x1, x> OY 

非 空 , 则 所 有 的 基本 侈 许 解 都 是 0,1 解 。 

证 明 : 首先 ,根据 定义 , 若 AEREE, MAE TERE 
也 是 均 交 矩阵， 更 在， 我 们 对 4 的 行 的 数 自 来 妇 纳 证 明 ， 若 4 的 
行 数 为 1, 则 定理 显然 成 立 ， 假 设 已 知 当 4 的 行 数 小 于 ms* 时 ， 定 理 
都 成 立 , 下 区 证 明 4 的 行 数 为 四 时 ,也 成 立 。 

设 r 为 任 一 基本 允许 解 。 不 失 一 般 性 ,假设 = BOE DJE 
为 21... zk El 


t 
Ziel 
imi 
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B= (P.P, - P.D), 了 一 (1,2,-..,ky, 
对 了 的 任 一 子 集 $, 若 满足 条 件 


2, Pi <1, 
ies 

则 称 5 为 了 8 的 一 个 无 关 集 。 对 避 的 任 一 无 关 集 S, RESA 
> aa = 1 


das 
成 立 的 行 i 的 数目 为 5 的 覆盖 数 ， 记 作 8C3)。 设 s* 是 了 中 使 
虱 答 数 达到 最 大 的 8 的 无 关 浊 ， 假 如 我 们 证 明了 B) = m, 那 
末 , 可 得 允许 的 0,1 解 <* 如 下 : 

sz =l, j€ Ss*CJ 
s 0, js, 

HT = 是 一 个 基本 人 允许 解 , 虽 必 有 2 — =, Wik, 定理 得 证 。 
下 面 ,我 们 用 反 证 法 。 设 B(S) — r < wm。 不 妨 可 设 
24au 一 1， 了 一 1.2…r， 


of 一 0 i= r Fl," m, 


TT 


记 
da" "an 
ea : ) 
daa, i 
oket 
z4 zà 
因为 


Be =i, @>0, 
故 对 任意 的 re J， 线 性 规划 问题 
max(x|Bz —1, 7» 0} 
HAEREERE r, EB z: > 0. 
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X34ROTIRER EEMI T 2 0,12. A, Hik 
合 
S' = {ls 1, j€ Jy 
构成 8 的 一 个 包含 : EAR, B. ir B(S) =r Æ, S 不 一 
定 是 8 的 无 关 集 )。 现 在 , 我 们 到 这 样 的 特殊 的 :; 
z€ J ， 且 存在 基 个 122 r, 使 得 a, 一 1 《显然 , :#5*)。 设 
y = SAS", U = SAS, 
则 了 ,种 都 非 空 , 记 太一 了 UD， 作 图 G(B)=[N,E1, Hh 


B= SIU FEN, Pi Br — S) aaa > 中 
则 GCE) 是 一 个 二 部 图 ,每 条 边 的 两 个 端点 ,分 别 属于 了 和 U, iE 
WCB) 表示 图 G(B) 中 的 ,含有 点 r 的 连通 片 , 用 丈 表 示 W (B) 
中 的 点 的 集合 ， 由 于 5* 和 8 BEE REAK H 
BCS*) 一 BOS) = r, 

则 有 关系 式 

D a= Bani ls 

tarw 1 sunw 


假如 ;这 时 对 任意 的 了 一 r 十 1,，… ,m， 痢 满足 
>; dij <l, 


TT 

MRE 
$= (SAU NWDUT NWY 
构成 了 二 的 一 个 无 关 集 。 由 于 ，56 (V WW ñW), 且 存 在 茶 
#+i2> r, W a, 一 1， 因 此， 
B(S) >r 十 1 > B(S*) 

这 就 与 5* 是 使 覆 效 数 达 到 最 大 的 无 关 集 相 矛 技 ， 因 此 ， 必 有 3 
i>r, #4 


> u>’, (542 


ITU 
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现在 ,我 们 再 构造 一 个 图 WCB) _ [WE], 其 中 
E 一 [iluy e W, Pl: Pp = > aja y > o}, 


MÜ WC) 是 W) 的 一 个 连通 的 子 图 :根据 (54), 至 少 存在 一 
对 点 j,7 e V DW, ER 
[le E, Lj,j’] ¢E,. 
设 s 和 5 是 门卫 中 ,满足 下 述 条 件 的 一 对 点 
(D [a,5] € E, 
(U) 在 二 部 图 W(B) 中 ， 存 在 连结 和 “的 这 样 一 条 最 短 
链 了 。,《 这 里 的 最 短 是 指 所 合 边 数 最 少 ); Do h], Dn, pl, Da 
六， Dh], Dra), SERRI i = asju => b, 而 所 有 的 
j € V.B REU, 1 =< =< p, B2HF00J A S i; 和 j (ER 
h 和 jip 外 ), 都 使 [ilg E. 
显然 ,这 样 的 a,b 和 P. 是 存在 的 。 由 图 WO) HEX, 
可 知 忠 中 存在 行 
jy 
其 中 ,ii 之 ri b Sr, QQ == l,e), BEG 
ú j, ™ ipn T 1s 
Gha T G =1l,j=1,-- b, 
“u Kann 一 
从 BB 中 取出 行 人 和 列 h`" isyu jsuis 就 可 
得 色 一 个 4 的 子 和 矩阵 D,D 是 (22 十 1) X (2p 十 1) 的 方 阵 。 注 
意 链 P, 的 构成 , 以 及 s* 和 5 的 性 质 , 我 们 不 难 证 明 ,了 中 的 
每 一 行 和 每 一 列 , 恰好 包含 两 个 1， 这 就 与 4 是 均衡 气 阵 相 了 矛盾 。 
证 毕 ， 
定理 4.10 若 4 是 均衡 矩 唾 , 则 约束 集合 
{r| Az > 1, z> 01 (55) 
或 
{riAx 1 z0} (56) 
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的 所 有 顶点 都 是 0,1 解 。 
证 明 : 设 若 相 有 反 ,《55) 或 (36) 有 一 顶点 ”不 是 0, 1 WE. AE 
降 .4 的 第 ;行为 AG 一 1,.…,m) 则 w 不 能 使 
A >11 (i= i,- m) 


或 
Alel 各 一 1 . m). 
不 失 一 般 人 性 , 设 
Aa m] (i=l, r), 
AP>1 Gerti, m), 
或 
Atcl, G= r +, m), 
记 


则 不 难 证 有 明 ， 刀 也 是 约束 祭 合 
{x| zx = 1, x> 01 
的 一 个 顶点 ,因为 A EERE dk HH EZE 4.9, 可 知 a JEE 0.1 
解 。 证 毕 ， 
用 符号 LP(A,w》 表 示 如 下 的 线性 规划 间 题 : 


min Ix y;|y = (y. Yad yA 2, y 2 ob 
=t 


定理 411 设 4 一 Coy) Emir # 列 的 0,1 ER, 若 对 任何 
整数 向 量 “< == Cwe, w) Z 0, HEI LPA w) 的 目标 函数 
最 小 值 ( 若 存在 ) 都 取 整 数值 , 则 规划 LP(4,w) 同时 也 必 存 在 整 
数 的 最 优 解 ， 


证 明 : 我 们 对 数值 > wi 来 归纳 证 明 。 当 Djemt Hf, 
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DERRY. SHE BIR D) w < ， 时 , 命 天 成 立 ,从 而 证 明 
Do wi = n ht pz yr, 
设 y'= (yl, ya) ERR LPCAA, w) 的 一 个 最 优 解 。 # 


如 yr EERE, UREE. AE, AAT yt 不 是 整数 ， 
设 六 一 + + 0, Jtrh r EEREN, 0-0 < 1. 


> yi = k, 
根据 定理 的 假设 ,上 必 是 整数 。 对 任何 的 实数 z, 定义 
zt = maxÍ0,z), 

对 尾 何 的 向 量 Z 一 《za z.) EN 

Zt = (et, 
设 am (r,s 4, 为 4 的 第 一 行 。 因 为 sd 2 w As 
A = 0, 所 以 eA > (w — A), 因此 , “是 规划 LP(CA,{w 一 
A)t) 的 允许 解 ,其 目标 函数 的 值 为 

5 yi— 8 = k — 0. 


3 w 一 (wr 一 A41)+， 则 0 也 是 规划 LPC, w) 的 允许 解 ， 
但 是 = 的 目标 函数 值 为 大 一 6， 小 于 211, 与 y 是 最 优 解 相 
f 


矛盾 。 WR. (G 一 At = (tten) HI 
Dae 2 = n, 


根据 归纳 假设 ,规划 LPC4,Cw 一 41)7) 存在 一 整数 的 最 优 解 , 设 
为 =e otpa) AA 


DBE = k — 6, 


且 216 和 大 都 是 整数 , 0 < 6 < 1, 故 必 有 
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2168 <k—1, 


又 因为 

BA 2 (w — At Z w dh, 
NJ f = (At 1, 记 B.) 也 是 规划 LP(A, w) 的 允许 解 ， 因 
为 

DB 218 + 1<k, 


故 5 必 是 规划 LPCAA, w) 的 一 个 整数 的 最 优 解 证 毕 ， 

定理 4.12 设 .4 是 均衡 矩阵 ， 忆 是 非 负 的 整数 向 量 ， 设 规划 
LPCAA w) 有 人 允许 解 , 则 LPCA,w) 必 存 在 整数 的 最 优 解 ， 

证 明 : 规划 LPCAA, w) 的 对 侦 线 性 规划 为 

max{wz| Ar <1, x> 0). 

根据 定理 4.10, 此 对 侦 线 性 规划 必 有 整数 的 最 优 解 。 因 此 ,根据 对 
AAE, LPCAA, w)》 的 最 小 值 必 为 整数 ， 表 由 定理 4.11, 命题 即 
可 得 证 ,证 毕 ， 

用 符号 LP{4,w} 表示 如 下 形式 的 线性 规划 问题 


定理 4.13 设 A= (PPr P.) 是 六 行 2 列 的 均衡 矩阵 ， 
w 一 Goo.) 是 非 负 整数 向 量 ; 则 规划 LP{4,w} 必 存 在 整 
数 的 最 优 解 。 

证 明 : 我 们 对 整数 对 (D vom) 进行 双重 的 数学 归纳 法 。 

显然 , 当 六 wi 一 0 时， 命题 对 任何 的 正 整数 为 者 成 立 ; 当 

i 
m= 工时， 命 厅 对 任何 的 非 负 整数 向 量 w 也 都 成 立 ， 现 在 假设 合 
题 在 Dw 过 4m << n; 或 者 分] wi 二 4 m< iR, Am 
i i 

证 明 命题 在 D wi 一 4,m = n 时 也 成 立 。 

设 = O, y) 是 规划 LP{4, w} 的 一 个 最 优 解 .车 
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y ERS Ien TE, FEAR. 

G) 至 少 有 一 个 分 量 yi = 0, 

设 4 为 去 掉 4 中 第 : 行 后 所 得 的 子 矩 阵 ，y 为 去 掉 3 中 第 
f 个 分 量 后 所 得 的 向 量 ， 则 容易 证 明 ，FP 也 是 规划 LP{4,w} 的 
一 个 最 优 解 。 因 为 A 也 是 均衡 矩阵 ， 且 对 规划 LP{4,zwl 而 言 ， 
有 > wi 一 24,m 一 和 一 1。 由 归纳 假设 LP{4,w} 存在 一 个 整 
数 的 最 优 解 7*, 使 得 了 >) y; = >; 7, Ee, 只 要 取 y; = 0, 使 
可 得 到 LP{4,w} Bj — F9E3khum the y, 

Gi) 旭 盖 0， 但 是 至 少 存在 某 一 个 指标 1, 使 得 y'P; < x; 

这 时 ,考虑 规划 LPIA,e) 的 对 侦 规 划 

min{wzx|Ax > 1, z£2 01, 
根据 定理 4.10, jk 3 BEI 28 ERRE. PERE, 
得 
k = >; yi = max > y, = minw x, 

Etk hR. 

若 PP < w1, MR wlw w Im lytta T E 
2 y EE LP{4, 0t RRR. BA LP{4, wE, m 一 
m Damar 1, 根据 归纳 假设 ,LP{4,w} 存 在 一 整数 的 最 优 
解 y", 使 得 21 六 一》 并 一 和 显然 ，?* 也 是 LP{A4,w} 的 

i í 

允许 解 , 因 此 ，y* 是 LP{4,w} 的 一 个 整数 的 最 优 解 。 

若 yrP; 一 wi 一 1 十 9, 0 一 0<1， 则 容易 证 明 , 此 时 必 存 
在 向 是 Z > 0， 使 得 满足 


Z =< y, >S Z= 51 y— 0= k— 6, ZA =<, 
F i 


HEH i e (watte, t; 一 1， ,We), 因此 ,同样 地 ,根据 归纳 假 
设 ，LP14,zw} 存在 整数 的 最 优 解 y*, EA Dy > >Z, 一 
i i 
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k— 6。 因 为 之 让 和 都 是 整数 ,而 0<9 < 1, 则 有 


Dtk- Dh 


y* 显然 也 是 LP{A,w} 的 允许 解 ， 因 此 ，y* 是 LP{[4, s) 的 
整数 的 最 优 解 ， 
Gi) y> 0, E y'A= z, 
根据 线性 规划 的 松紧 定理 1.14, 对 个 规划 
min{ws| Az > 1, x= 0} 
的 最 优 解 Ç 必 满 足 关系 
A =l, 220, w = k, 
另 一 方面 ， 让 我 们 再 考虑 如 下 的 一 对 互 为 对 偶 的 线性 规划 问 
十: 


(I) min 5 yild =w, y> o}; 
(ID) mar{wr| ds = 1,+ = 0}, 
因为 ¥ E G) BRER, é E (D Fu YFBR, B, 
> yl = 2 = k. 
i 
HEHEH., r, z 分 别 是 《ID 和 《ID 的 最 优 解 ， 应 用 定理 
4.12, (1) 存在 整数 的 最 优 解 y", 使 得 
y*A 2 wy" >> 0, Dreh. 
í 
若 y* WL ytA— o, W y* 便 是 LP[4A, w} 的 一 个 整数 
BE KAR. THE, AARI 使 得 y*P; > wa 因为 y'> 0, WI 
存在 某 实 数 5 使 得 
0—<:£<1, y> (1 NY, 
取 
z— + [y — (1 — ny*1, 
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出 显然 ，2 > 0, E 
3 zt dD 
i zU; 4 
= tk- Q — 1 
= k. 
因为 yA 一 zz y*A 之 ww W 
za= + [yA — (1 — r)y*A] 


< iw- Uiw] 


m W a 
因此 ,Z 也 是 LP{4,w} 的 一 个 最 优 解 。 
因为 六 Pi 之 wi YP = wi 故 ZEPi <o. AZRB y, 
我 们 又 转 到 了 情形 《ii)。 证 毕 。 


$ 6 非 负 和 矩阵 的 配偶 性 


从 多 面体 理论 的 角度 ， 配 偶 性 反映 了 某 种 多 面体 的 顶点 与 边 
界面 之 闻 的 对 应 关系 。 


设 
Wd 4 

-E-i 

Je—4-Efiób3EFE, 4 中 没有 元 素 全 为 零 的 行 和 列 。 定 义 多 面体 
— = (xl Ax 21, z 2 01. 
设 rrer 是 多 面体 .sz 的 所 有 项 点 。 记 
B = (z... y), 

定义 多 面体 

A — {gjBg > 1,2 > 0}. 
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只 要 不 计较 行 的 排列 次 序 , B Ek Tay. RIB ZA 
AGR mr) 的 外 配偶 ， 

对 4 中 的 基 一 行 Ai 若 存 在 非 负 的 实数 al Sj Aim 
使 得 

>l si =1, 4; 之 D gdi 
Í; i=: 

则 称 水 为 多 余 行 ， 显 然 ,在 定义 多 面体 .er 时 , 多 余 行 都 可 删 去 . 
若 4 中 设 有 多 余 行 ,网 称 4 为 非 负 的 纯 年 阵 《 或 简称 为 纯 垂 阵 )。 

ERL 若 4 是 纯 和 矩阵 ， 则 对 4 中 的 任 一 行 A 必 存 在 某 向 
ÉE 20, 使 得 对 任意 的 i= k, A Aw > Aw, 

证 明 : AREE., HEAK ART A, 使 得 

min{A w Aw 2 1,1 <i k << r,e 2 0) > 1. 

根据 线 竹 规划 对 偶 理 论 , 可 得 

maz Da 21 aA < Apl <iwk<r,a 2021 

i 中 i+ 

WETS, 4 EARHART 1585 AEE RHY 
E., TE. 

人 性质 HI， 若 4 是 纯 和 矩阵 , 则 4 的 外 配偶 号 也 是 纯 矩 阵 。 

证 明 : 用 反 证 法 。 设 荐 相反 ，8 中 的 第 一 行 (wx》” 是 多 余 
行 , 且 设 


+ k 
tapar, Daal, aiz 0, i m2, k, 
i=} 


imz 


, . 
# re er, WS < 是 .er 的 顶点 相 希 盾 。 租 反 , 设 
í =1 


k 
0— =— 21 2 0, 8 = 0, 


i=? 
作 
Z = z — p, x” =a x! + 0, 
容易 证 明 ，x ， z” 都 是 .ez 中 的 点 , 且 
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这 就 与 r 是 .ex MAREFA. IE, 

定理 4.14 设 4 是 一 个 非 负 的 纯 和 矩阵 , 若 好 是 4 的 外 配偶 , 则 
万 也 是 8 的 外 配偶 ， 

WER: 首先 ,因为 4 中 任 一 行 A 必 满 足 

Ari >l, jml, r, 4. 2>0, 
BE 
BÆ 21, AT 20, 

所 以 Aí € 22, eE- TERMER., z 必 是 某 
一 Aí. 

因为 是 狗 的 项 点 , 故 必须 满足 

Za ljem, r, BAR z, 使 zrak = 1, Hk, 

minígfrl| dy 2 1, 22 0) = g1 zt = 1, 
根据 线性 规划 对 侦 理 论 , 有 
max I> a, |a A =< gT ,a = (ay gaa) Z o} = 1, 


; 
0”) 


设 a* 满足 atA, a* > 0, 21 aF = 1. 


若 n*4 一 g”， 则 因为 所 有 的 AT EB, 而 8 R 39 UT su, k 

g HER A HEE 
0 m g — (atA) 0, 040, 
作 
g = zg— 6, Z = z+ 68, 

WAREN, te 到， 且 e= +Z. 这 就 与 5 是 多 
的 顶点 相 了 矛盾 。 

至 此 ,我 们 已 证 明了 (Al, A An) R AST BRAA 
的 顶点 。 下 面 , 进 一 步 证 明 , 所 有 的 AT 都 是 392 的 顶点 。 

REAR, A Al BE 22 BUH AR T Ala. AL 都 不 
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是 顶点 ， 根 据 表 示 定 理 1.10， 必 存在 实数 msta UREE 
z 之 0， 使 得 
Li 
Ain = Dl aiAT + z,a; 2 0, > 


这 就 与 4 为 纯 矩 降 的 假设 相 和 矛盾 ， 证 毕 ， 
设 4 是 给 定 的 钝 矩阵，w 一 Germ.) 是 非 负 向 量 ， 称 
下 述 线性 规划 问题 为 履 盖 问题 ; 
min{wr] Az 22 1, z 之 0}, 
称 下 述 线性 规划 问题 为 装 箱 问 题 : 


maz {5 yy4 < wy > 


根据 对 偶 理论 ,有 


minws = max > Ji» 
i 


设 4 的 外 配偶 为 8B, 记 B — (z... yt, WR BHE PLE 
线性 规划 问题 若 有 最 优 解 就 必 有 基本 最 优 解 ,可 得 
minws = min w 
PP 
因此 ,矩阵 4 和 刀 之 间 具 有 如 下 的 性 质 : 
ERI AEAEE, B 是 4 的 外 配偶 , 则 对 住 何 的 非 负 
FE n 2635: 


mar {Z yıly4 < w,y > 0} — min(eBT |B; 为 中 的 行 }. 


我 们 用 符号 
max{A} 一 min[B] 
表示 A,B 之 闻 的 上 述 竹 质 。 很 据 性 质 I 和 定理 4.14, 我 们 同时 
也 有 关系 
max{B} 一 min[ A], 
下 述 定理 ， 说 明 这 一 -性质 也 蚌 非 贷 矩阵 4 和 38 互 为 外 配偶 的 
特征 ， 
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定理 415 设 4 是 mxXx# 的 纯 矩 阵 , 卫 是 7 X n EE, WI 
D 是 4 的 外 际 偶 的 充 要 条 件 为 
mar{A} = mini D], 
证 明 : 性质 II 已 说 明了 定理 的 必要 性 。 下 面 证 朋 充 分 性 ， 
BARIERA B. W BEHE 
max{A} = min[ B], 
下 面 先 证 8 中 的 行 包 各 了 DD 中 的 行 、 
对 也 中 的 任意 行 D, = Cdyn’) AD DEHER, 根 
据 往 质 1， 必 存在 某 向 量 2e (i, O m.) 0, ERRER 
i k, # 
WD > wD]. 
假设 B 中 不 含 与 D, WARI. XP B RREBT B = rbr 
bul ARFER z': 


Da — bui + D) duwi — bawp = 0, 
jmi 


1m1 
设 正 数 EHE <' 的 * 的 正 根 的 下 界 (车 方程 无 正 根 , 则 取 e= 
+00), 记 e = minei。 在 区 间 (0,0) 中 ， 选 取 一 个 足够 小 的 正 


$k z, 使 得 对 向 量 w(8) 一 G, + 2, 和 + 8, < "w, 十 8°), 108 
EXA 
WED] > WF)DI ,对 所 有 的 ik, 对 ea 而 言 ， 因 为 
mar{A} 一 min[D] = min[ B], 
所 以 8 中 必 存 在 向 量 B, — (bn, bn," ' ° shn) 使 得 


> byw; + >: by! -= > di; w + >; dya, 
i i t i 


Rl z 是 方程 <' 的 * 的 正 根 。 与 2 ARRATE. 因此 ,8 中 包 
全 与 D, 相同 的 行 。 由 D, 的 任意 性 , 可 知 8 中 包含 了 口中 的 行 ， 
完全 类 似 地 ， 可 以 证 明 卫 中 的 行 也 包含 了 8 中 的 行 。 因 此 8 
与 也 仅仅 可 能 有 行 的 排列 上 的 不 局 ,证 毕 ， 
设 4 一 《ein) 为 mx 2 的 非 负 竹 降 。 者 对 4 中 的 某 一 行 £, 
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存在 实数 oj 之 0, 1 <i i =< m, 使 得 
S) e; = 1, D oid An 
IF: ji 


则 称 4A; 为 可 约 行 ， 若 4 中 没有 可 约 行 ， 则 称 4 为 不 可 约 和 矩阵 ， 
设 4 是 任 章 给 定 的 一 个 不 可 约 抵 阵 ,定义 多 面体 
PE — z Asl, x OF, 

E BREAN de,e, ER 

Ë = (x, e, 
设 在 矩 了 多 中 ,去掉 所 有 的 可 约 行 后 ,所 得 到 的 不 可 约 插 阵 为 了 。 
定义 

S = {glFs <1, z> 0, 

# F GR. 22229 A GR. 26 AER. E Sç RETAN, > 
g", wk 

A (e... g, 
BEER 么 中 去 掉 所 有 的 可 约 行 后 所 得 到 的 矩阵 为 A. WA 

定理 4.16 将 4 中 的 行 适当 排列 后 ,就 可 得 到 4 
证 明 : 设 g 一 (g, --*, g.) 是 了 4 中 的 任 一 行 , 因为 zr E 

弦 的 一 个 顶点 , 故 Fe 所 1 ( 威 等 价 地 eT <1), BF HUF 
在 类 一 行 《x*} ”使 得 

gz“ (ET = 1, 
因此 

max{gz| A£ l, > 0] = zz“ = 1. 

根据 对 偶 理 论 , 可 得 


min {3 giad Eg, am Can't Om) 2 o} = 1, 
PALERE d. FrEE v 使 得 
Baan > r>. 


ME rE 
Zegel, ge egt els 
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其 中 I, 一 《0， EEFE TILEF 0) 是 第 > 个 单位 向 量 ， e 是 足够 小 的 
: 正 数 ,使 得 
Z > 0,Z7' 20," A > A > z. 
因为 
(iye = g'x! < oj < 1， 了 一 1， 
Cu = z”) =< atdi =< l, jm lpr, 
则 
EVER, BYER, 
但 是 ,根据 定义 有 
z T+ + Qy. 


这 就 与 8! ERRANTE. 因此 ， 对 任何 的 8; > 0， 必 有 
>: aj aij = Epe (57) 
i 


不 类 一 般 性 ,假设 
>0, 1=<;=w<*48, 
alL 0, i>k 
对 应 于 向 量 4 一 Caint" saigs" "y Gia) 记 它 的 投影 向 量 Cans 
“210 0) 为 Á. 显然 


A € Z = (4, 6 Z, 
记 
, diu" dis D... Ü 
A 人 9 
则 由 (57) 可 得 


oA = p, 
因为 27 ESE BUT U EE 4 中 的 某 一 行 ， 
至 此 ， 我 们 证 明了 这 中 的 任 一 行 必 是 4 中 某 一 行 的 投影 向 
量 。 下 面 进一步 证 明 ，3 中 的 行 包 合 了 所 有 4 中 的 行 ， 即 所 有 的 
AT 都 是 R 的 顶点 ， 
因为 4 6 SZ, Pr LE 83 2820 
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A 一 >; agi, 其 中 所 有 的 a > 0, 之 “4 _ 1 


不 失 一 般 性 ,假设 
af 人 1<;=<K, 
i = 0, j> k. 


设 CeT 是 Ai 的 投影 向 量 ， j= 1, k, Hl 
A= > aly < >; o; 4;;. 
AH 4; 中 的 相同 项 以 后 ,可 窟 为 
A<, Da-i KAR s >. 


G) # 0 = 0, 则 如 是 4 中 的 可 约 行 , 与 4 的 不 可 约 性 和 
矛盾 ， 
Gi) #0 <8 <1, WE 


Ë, = 


1 . 
1 h . 
Tg” =< h >: i = m 


显然 有 
>H Pl 有 4 


A*i 1 一 z A+ 

与 4 的 不 可 约 假设 相 矛 盾 。 
ciii) E f; 一 1。 则 所 有 的 4;; 一 A;。 因 此 
(gy < A; = Ais j= 1 


t 
而 一 > a (gl. 


imi 
由 于 y> 0,( = l, A), AA A — (gr. BB A EAR 
的 项 点， 内 此 , 4 中 合 有 上 4 的 所 有 的 行 
在 娘 中 去 掉 所 有 中行 的 投影 后 , 再 经 过 适当 地 排列 行 的 次 
序 , 就 可 得 到 A. EE. 
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HRI. BAERTAHER E F E ABS, NAbi 
z 的 内 配偶 . 
类 似 于 外 配偶 的 情形 ,下 面 ,我 们 考虑 内 配偶 的 特征 ， 与 本 节 
中 的 竹 质 ! 相似 ,我 们 有 : 
性 质 V。 设 4 是 不 可 约 矩 降 , 则 对 4 中 任 一 行 A DEER 
# x >0, 使 得 
DA < wA, IERD š = k. 
证 明 : 设 若 相 反 , 则 有 
max{ dw [Awi Kl, ikw 20) <1. 
根据 对 侦 理 论 ,可 得 
min [Da] Fadi A aani AKI, 
itk 


i+ 
由 此 ,就 不 难 推 得 A, 蚌 4 中 的 可 约 行 ,与 4 是 不 可 约 的 假设 相 矛 
E. Eg. 
RAA mx as 的 非 负 的 不 可 约 矩 降 ， 因 一 《win) 29 
非 负 商量。 考虑 互 为 对 偶 的 线性 规划 癌 题 : 
max{wr| dr 8-1, z > 01 


min 世 VIJA E w, y = Cy ys) > 中 
根据 对 个 理 论 , 有 有 


= 
mar wr = min >; Yi. 
a1 


设 4 的 内 配偶 为 了 ， 划 根据 线性 规划 有 基本 最 优 解 的 性 质 ， 以 及 
w >= 0, 可 得 

max wr = max{wFY IF 22 F 中 的 行 }, 
因此 , 逢 阵 4 和 和 FF 之 闻 具 有 如 下 的 性 质 
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min I> y |y 2w, > o} = max FT |F, 为 中 的 行 } 


《对 任意 的 非 负 向 量 w 痢 成 立 )， 用 符号 
min{A} ~ max[ F ] 
表示 4 与 之 闻 的 上 述 性 质 , 
定理 417 设 4 是 m Xz 的 非 氏 的 不 可 约 矩 阵 ，D 是 + X n 
的 不 可 约 和 矩阵 , 则 也是 4 的 内 配偶 的 充 数 条 件 为 
min{ A} 一 max{D], 
证 明 ; 前 面 已 经 说 明了 必要 性。 充分 人 性 的 证 朋 完 全 类 似 于 定 
理 4.15 的 证 明 ， 衫 据 本 节 中 的 性 质 了 ,对 只 中 任 一 行 D, — (du, 
osdi h UFER ww = (mtw 之 0， 使 得 
wD} < WD], 对 任意 的 š = k. 
假设 4 的 内 配偶 为 了 ，F 中 不 含 与 D, 相同 的 行 。 对 的 任 
意 行 F = (fas ,fi:)， 考 察 变 量 为 z 的 # 次 代数 方程 r: 


j=1 


S (dy — fadei + D) (du; — faw = 0, 
(“i 


设 正 数 s 是 ” 的 正 很 的 下 界 ( 荐 方程 无 正 根 则 取 5; 一 +0). 
记 “一 mine, RF! 《9,6) 中 ,选取 一 足够 小 的 正 数 e, 使 得 对 
向 量 wla) = Ca + ewm tE, ,Wa 8 8") MA, MERE 
m(8)DT < (a )DI, HERRI i == k. 
对 ala) 而 言 ,因为 
min{A} = max[ D1 = max[ F], 
故 了 中 必 存 在 类 一 行 Fi, 使 得 
DHFRT — wa)DT, 
所 


>: fyw; + > 让 村 一 >; dyw + F; dyt, 
i i į í 


即 a 是 方程 =' 的 正 根 ， 与 的 取 靶 相 矛 盾 , 这 就 证 明了 了 中 的 
行 包含 了 只 中 的 行 。 同 理 可 证 DD 中 的 行 也 包含 了 FF 中 的 行 ， 证 
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tp, 
根据 本 节 中 的 人 性质 IV 和 定理 4.17, 可 知 若 
min{A} 一 max[ D], 
则 
min{D} = max[ 4], 

对 任 一 非 负 矩阵 4 一 (ap) ARR i PA Caray as X, 

记 指 标 集 

I(j) = (|a; > 0, SiS my. 
KHARE j PARRES AG) KWAPE ; 列 以 及 
所 有 属于 ICG) 中 的 行 后 记得 的 化 隆 记 为 AUG). FEAT 
和 内 配偶 的 定义 ,容易 证 明 以 下 的 基本 竹 质 ， 

性 质 YI， 若 纯 和 矩阵 4 和 召 互 为 外 配偶, 则 对 性 意 的 列 j, AG 
和 BUG) EAEE, BO 和 AUGI 互 为 外 配偶 . 

性 质 VII。 EAK uj P EEE AS F SE WSHB, WEERA 
LAG 和 F(IG)) EA ARR. 

设 N- (I, 2,-.. ni, E = 1E, 了 ENHA 
TRS, 其 中 的 E, WENKTE, WK Am Ca) ETRE 
E ORREK 

a= 当 j€ E, t, 
” lo, 3⁄ j €E, 时 
G= 1i, = 1, n). 

对 任 音 的 0,1 SEE 4, AAR, AAT 4, 是 多 余 的 
《或 可 约 的 ) 充 要 条 件 为 

存在 男 一 行 4, 使 A > A, (或 A E A 

设 4 是 一 个 0,1 的 纯 些 阵 , 若 对 任意 的 非 负 整 数 向 量 w, 规 划 
问题 


max I> yily A =< ç, y = (p: * y.) 之 o} 


的 最 大 值 都 是 整数 , 则 称 4 具有 整数 最 大 性 . 
定理 418 设 4 具 有 整数 最 大 性 ,8B 是 4 的 外 配偶 , 则 了 大 一 
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个 纯 的 0;,1 和 矩阵 ， 

证 明 : 因为 4 是 一 个 纯 拖 阵 ,根据 本 节 中 的 性 质 H, 如 也 是 纯 
滤 阵 。 考 处 8 中 的 任 一 行 Bi Cust pie) 因为 Bi 是 -et 
的 项 点 ,而 4 又 是 一 个 0,1 矩阵 , 则 容易 证 明 

OSb Kl, jml, n. 


现在 假设 


b; 一 + 4 J= 1 n, 


其 中 ad,di 都 是 非 负 整 数 , 设 4 A 1RN, B, 便 是 整数 向 量 )， 
且 至 少 存在 某 一 个 指标 :, 使 得 d,<4, ¿> 0 《否则 d = 4 或 
0， 因 此 b; 一 1 或 0)。 因 为 下 是 一 个 纯 和 矩阵， 根据 本 节 的 此 质 
I, HIT B, FERE ç > 0， 使 得 对 竹 何 的 i= k, A 
wB? > wB{, 
又 因为 对 任何 的 正 整 数 2, 也 有 
ABI > wbt, 
ARDE, z — C 0) 是 一 非 负 的 整数 褒 量 ， 作 整数 褒 
量 o — Goo.) 20 如 下 
w; = Adi, 1 < j >: t < n, 
m, = ¿du, + l, 
共 中 的 % 是 足够 大 的 正 整 数 , 使 ww 仍 满足 
WBF > wB], HIE i+ k. 
对 w 而 言 ,我 们 根据 定 还 4.15, 可 得 关系 : 
max{A} = min[ B] 一 wB], 
因为 4 其 有 整数 最 大 性 , 收 wB 必 是 整数 。 但 是 , 男 一 方面 ， 我 
们 有 关系 


whr = >; Awd; + a. 
i 


与 oB] 是 整数 相 和 矛盾， 因此, 或 者 d1, 或 者 所 有 的 dad 
B O, 即 所 有 的 bym 1 或 0。 证 毕 。 
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设 4 是 不 可 约 的 0,1 矩阵 , 落 对 任何 的 非 负 整数 府 量 ú, H 
RHE LP(A, w) 


min I> pily A 2 u, y = (yu ° ya) Z o} 


的 最 小 值 都 取 整 数值 ， 则 称 4 具有 整数 最 小 性 。 根据 定理 4.11, 
若 0, 1 EBE 4 RAYS SE, Ml LEP(L4w7 必 有 整数 的 最 做 
8. 
定理 4.19 V AF3 SOSIME,F 是 4 的 内 配 侦 , 则 五 基 一 
个 不 可 约 的 0,1 ER, HF ERAEN EME, 
证 明 : ArH Fem Uutta) WA FE 是 
好 的 顶点 ,而 本 又 是 一 个 0,1 得 阵 ,容易 证 明 
0=<j; <1, j= lpn. 
假设 
lm e je 
其 中 的 d,d; 都 是 非 负 整数 ，d 二 1， 旦 至 少 有 某 个 指标 E5 
d, < d 
(EMi Fi 便 是 0,1 向 量 )。 因 为 是 不 可 约 的 ,根据 本 节 由 的 性 
质 了 ,对 行 Fe DEERE #20, Ef 
wF] < wF, HEER iA k. 
这 因为 对 任何 的 正 整 数 2， 也 有 
¿FI < wF] HERRI í k, 
RDT, E — (G, m.) 是 一 非 负 整 数 调 量 。 作 整数 向 重 
w 一 《wo 如 下 
wym dW, lj 
w = do, + 1, 
其 中 的 1 22 1 65 ABS IF RS Sk GE = Jl E. 
wFi < FI, HERT i K. 
AX F J: Añ 8, KE 


min{A} = mar[ F] wrT. 


因为 4 有 整数 最 小 性 , 故 wF 必 是 整数 ;但 是 , 另 一 方面 ,我 们 有 
关系 
wF] = Y) 124; + +“, 


与 wri 是 整数 相 矛 盾 ， 因 此 ,所 有 的 H 都 是 0 成 1, BHF g — 
个 0,1 EBE, 
对 任意 的 非 负 整数 向 量 w, 因 为 


min I>: yy 2 w,y Z o} 一 max{w A? |4 为 A 中 的 行 } 
í 


敬 玉 也 具有 整数 最 小 性 ， 证 毕 ， 
设 4 是 某 个 二 部 图 G 的 点 边关 联 媳 阵 。 4 的 行 对 应 于 C 的 
点 ,4 的 列 对 应 于 如 的 边 。 因 为 4 是 全 单位 模 第 阵 , 所 以 4 和 47 
都 具有 整数 最 小 性 和 整数 最 大 性 、。 设 4 的 内 配偶 乱 阵 为 F, A 
的 外 配偶 矩阵 为 8;A” 的 内 配偶 矩阵 为 FAT 的 外 配偶 矩 降 为 
B'. M) F.B.F'.B' 都 是 0,1 算 阵 。F 是 G 的 所 有 极 大 边 无 关 集 
的 关联 矩阵 ， 引 是 G 的 所 有 极 小 边 履 贡 你 的 关联 矩阵 。 F E G 
的 所 有 极 大 点 无 关 集 的 关联 和 矩阵 ， 引 f SL G BU i a W 盖 集 
的 关联 矩阵 。 且 了 和 F' 都 具有 整数 最 小 竺 .证 w 一 1. 
由 min{ A} 一 max[ 如 ]， 可 得 
最 小 点 覆盖 数 m — 最 大 边 无 关 数 
由 max{f4l 一 mia [ B], 可 得 
最 大 点 无 关 数 b 一 RAAEN a, 
由 min(F) = max[41， 可 得 
图 的 边 色 数 x, 一 轿 的 最 大 次 A. 
由 min{FY = maz[.47]， 可 得 
图 的 点 色 数 为 一 2, 


57 全 对 偶 整 数 系统 
设 4 是 一 个 盖 行 # 列 的 整数 矩阵。 假如 4 是 一 个 全 单位 模 抑 
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降 , 那 未 ,对 任意 的 整数 向 量 c (co c B b = < aan 
5.)r， 线 竹 规 划 问 是 
max{cx|* € R°, Az =b} 
和 
miní(zb| 27 € R", sA = en 0) 
只 要 有 最 优 解 ,它们 的 基本 最 优 解 必 是 整数 解 , 
下 面 ， 蚌 对 给 定 的 整数 矩阵 4 和 整数 向 量 5 进行 讨论 。 假 如 
对 任意 的 整数 向 量 c, 线性 规划 问题 
min{wb |u" € R", uA = c, Z° 0} 
只 要 有 最 优 解 , 它 必 存在 一 个 最 优 解 是 整数 解 , 那 末 ， 我 们 称 系 绕 
14,6) 是 一 个 全 对 偶 整 数 系统 ， 
定理 420 设 4 蚌 一 个 mx n 的 整数 矩阵 ，》 是 一 个 思维 的 
ERIE 4,5) 是 一 小 全 对 偶 整 数 系统 , 则 多 面体 
P = (z|z € R| Ax 5:51 
的 每 一 个 项 点 都 是 整数 解 。 
WER: 设 x° EPEMA, WHEE (Ab) RAFE 
BE (AE), 使 得 Arb, fi 4 RiR. E, 我们 
HEEE MA x* 不 是 整数 解 。 那 末 , 也 就 是 说 ,方程 组 4x 一 
b 没有 整数 解 ,和 根据 定理 2.1, 必 存 在 问 量 x,x"€ R*, 使 得 x4 是 
一 个 整数 褒 量 ,而 b 不 是 整数 . 
HERK T ERI 因为 
z€ P => Ax = b' => 2⁄4'x = 15, 
所 以 必 有 
max{2A'x|r € P) = idt = 1, ERS 
选取 一 个 分 量 都 足够 大 的 E24， 使 得 4 十 x 之 0。 因为 
xd 是 整数 向 量 ，4 EEKE, MA ated 是 一 个 整数 
向 量 。 因 为 {4,5 是 全 对 偶 整 数 系 统 , 所 以 ,线性 规划 问题 
min{ud |u" € RT, ud == 2A} 
和 
min{ub]u € R? uA = C4 + æA} 
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第 五 章 网 络 E 


S1 ARH Z 


W V = {ilim 1,2, em} ， 称 了 中 的 元 素 ;为 点 。 设 2Z 

是 所 有 的 有 序 点 对 GD 所 构成 的 集合 , 即 

PE = {Cikli EV kE V,i > ky, 
Heh G. KD fa (k, i) 看 作 是 不 同 的 点 对 。 给 定 了 点 集 V 和 人 的 
ATEU, 就 称 给 定 了 一 个 定向 图 GG, WE (VY,V)。 称 U 中 的 
点 对 (i, 为 弧 , i RAHME, k RARE. 

对 定向 G = (F, U), & V = (1, 2m U = {es 
zas. 定义 G BS 21k Am (ua) G= l,m 
j= lean) 如下: 

—1, # e = (K,i), HETA R, 
wii Æ am Cik), HEIA k, 
0, HEHE. 
在 定向 图 G — (V,U) hiw FRAKE 
H = {Cigs i) (in) Cisis) Cipi )} 
DH i EA í, 的 路 。 而 称 b = i, 的 路 及 为 一 条 园 路 。 ER 
中 所 包 合 的 各 个 点 六 (人 除 训 和 访 可 以 相册 外 ) 都 互 不 相同 ， 则 称 
其 为 初级 路 ， 营 回路 中 所 包含 的 各 个 点 i, 互 不 相同 , 则 称 其 为 初 
级 回路 。 

一 个 定向 贸 G =V, U}, Bink A, PEM 
GR 或 (k, 看 作 是 同一 个 边 [i,]， 就 可 得 到 一 个 对 应 的 图 
G = [V,E1, 称 避 为 GG 的 基础 图 ， 通常 若 基 础 图 是 连通 图 , 则 称 
原 定向 图 也 是 连通 图 。 候 如 在 定 宙 图 中 说 到 了 树 , 链 ,连通 片 、 图 
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等 概念 时 ,都 是 指 的 它 的 基础 图 中 的 梯 , 链 ,连通 片 和 图 ， 
对 定向 图 GG 一 (V ,D0), 若 在 乙 上 定义 了 三 个 实 值 函数 ale), 
(e), cke), Erp 
0 Ee) ale)， 对 所 有 的 ED， 
期 称 给 定 了 一 个 网 络 。 a(e) 和 Ke) RHM EFR, ele) 
称 为 = 的 权 。 为 了 清楚 起 见 ， 当 em GA 时 ， 我 们 有 时 也 ig 
a( e) = Qika b( e) = biko ce) 一 Fite 定义 
TCi) = (Kl) EU}, 
T Ci) = (k|(K&,iy EU}, 
HV RERIT X,Y, 定义 
(X,Y) = {GGR EU, c X,k € Y}, 
[X,Y] = (X,Y)U(Y,X), 
KX,Y)= DD) bw 
{ikje TY 
X,Y) = 2 “b 


GRITE G) 


e(XY) = >; Cika 


tikje K.Y) 
MERTANEN (F): 
求 min DF) Cafar (1) 


jeket 
满足 平衡 条 件 
z — D) rumo (HARER FEF), (22 
kerti karc) 


而 且 满 足 上 、 下 界限 制 
Ü< b S xz 《对 所 有 的 CiR)EU), (3) 
其 中 xi 为 未 知 量 ， 称 为 从 i AAM CGR HRE. ME 
ERRADA dea) 称 为 流 , 满足 (2) 和 (3) 的 解 (zu) 称 为 
介 许 流 , 满 足 (1)、C2) 和 (3) 的 {ru} 称 为 最 小 费用 流 .。 
问题 CF) 的 对 偶 线 性 规划 问题 可 写 为 【《 厂 ): 
求 mar DY baly 2 Gii (42 


Gt Gob U 
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满足 位 势 条 件 
i — p thim Y S< ea 《对 所 有 的 Ci, 站 EV)， G) 
li 20, Yi 0 (对 所 有 的 (DD e€ U), (6) 
其 中 pj 是 对 应 于 平衡 方程 ; 的 对 偶 变量 , 称 为 点 i 的 位 势 ,4 和 
闻 是 对 应 于 条 件 zú > ba 和 xi < a AREE, RIAC) 
的 下 和 上 位 势 . 

让 4 表示 定向 图 @ 葛 点 狐 关 联 和 矩阵 ,证 >:ay5，c 分 别 宕 示 分 
E tistis bigs cik 的 # 维 列 向 量 , 让 闫 一 《pa ps) 和 7 
Zy 938282 20 u R 7; 的 * 维 列 疝 量 , 则 向 题 《P) 和 《WD) 可 和 写 
成 如 下 的 简单 形式 

有 求 zineTx， 


满 中 Ax = Ü, 0 =< ó = x = G 


求 mar 512 — ar, 

满足 PAte, 120, 7>0, 
根据 对 假定 理 (1.14) 可 知 一 个 允许 流 {x;;} 和 一 组 满足 条 件 (5》 
和 (6) RIRE {arsi Yay 分 别 是 向 题 (8) A (W) 的 最 优 解 的 
ARREN 


xg > Ü => u — ki t kii — Ya = Ci 
åy > Ü => x; = bis (7) 
Ta > Ü => x; = Gri, 
因为 0 < b; < gj， 疏 对 CW) 的 最 优 解 ,总 可 使 2, 和 yu 不 同时 
KFF. H 
F — Hj < zi Ta = Ü => 1, = eg — F "F Fis 
B 一 p P ca => hy = Ü => Y; pi Ht. 
I: (knees FE (7 FS EEA: 
M — j < c; = h > Ü => x; = by, 
Bi — E > cy Ti P Ú => xj Gijs 
a = ba < a => pi — Hja Fis (3) 
x; = > bu sp M Bi 2 Cy 
by < xy < gjj => p pi Cj, 
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定理 5.1 设 4 是 某 个 定向 图 如 的 点 弧 关 联 和 矩阵 ， 则 4 必 是 
全 单位 模 和 矩阵 ， 

IH: 对 4 中 任 一 + Xx r FER DO < r < m), 车 DD 的 
每 一 列 中 都 含有 两 个 非 堆 元素， 这 时 ,必定 一 个 是 十 1, 另 一 个 是 
l, J| prH£ |Ë 212. |D| 一 0。 若 也 中 有 其 一 
列 只 合 一 个 非 霉 元素, 则 将 1D| 按 此 列 展 开 , 可 得 1D| = +D], 
DRAP (r — 1) X (r — 1) OFER, 利用 数学 归纳 法 (对 行 
数 归 纳 ) 命 题 即 可 得 证 证 毕 . 

E52 对 人 允许 流 {rh EW (i, 门 ,使 满足 Bi < wi < ai, 
就 称 (s, j) BE drul ORAM. EUROA. M Y e dea) 是 
4) 的 基本 人 允许 解 的 充 要 条 件 是 开 弧 不 成 置 。 

证 明 : ARE, AARIA H: 

[i.n1lli h ]1[5, i]: ° Digsign] _ [lin]; 
H Dain] 表示 对 庶 的 基础 图 上 的 边 。 规定 只 的 顺 向 为 
> 
方向 与 版 向 一 致 的 日 上 弧 的 集合 记 为 H+， 与 顺 向 相反 的 及 上 M 
的 集合 记 为 H", 即 
一 人 
H = {imsi EU | br, = xi, < G, T 
《其 中 :一 1，… k), 1k 
ka == min{xy — bisag — tiit 
0 = min{ka| Gi) € HY > 0. 
作 流 


z — 0, 35 G,D € H" B, 
ID HERIT, 
[re 当 (I EH 时 ， 
ti 一 


za tO, 3⁄4 Ci j)E Ht Wr, 
a= 


xa tô, 34 G,J)€ H" 时 ， 
žij» 其 他 的 弧 ， 
容易 证 明 ，{x#} 和 (xr 是 不 同 的 允许 循环 流 , 旦 
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aym Th t sl (对 所 有 的 (i, je U), WAE (z;) 


E (F) 的 基本 允许 解 相 矛 盾 ， 

充分 人 性 ， 设 

Z; = xi F a G, > 0, z,2> 0, z; a, = 1 
(sal 和 rn) 是 不 同 的 允许 施 。 容易 看 出 ， 当 z; ba (SÑ e;) 
时 , 必 有 za == x = by Raa), 而 当 xë z PL, 必 有 ba < 
xj < aj, PH G, ER (za aY OFM, SIZE, BAREM CG, r) 
使 zu, P tans 则 由 话 在 关 点 的 平衡 条 件 , 必 存 在 某 个 弧 Cai) 
或 G) 使 得 zi, P zf 或 者 tan < ma MEERI (no 
h) 或 Goi) BARA h FRR, UEERRN Ci) RCs 
DER z; > to RE tag < xi. MEERI G, 8) BE 
Gol), 等 等 ,依次 类 推 。 由 于 点 数 是 有 限 的 , 必 有 某 个 点 i L SE 
出 更, 即 有 一 个 由 开 训 所 构成 的 加 ; 
[irsirr) [iaia] ".. Cisi] [ii] 

RRS5SRHAFTA. EP. 

因为 4 是 全 单位 模 和 矩阵 ， 所 以 当 所 有 的 a; 和 b; 都 是 非 负 整 
数 时 , (F) 的 基本 人 允许 解 必 为 整数 解 。 当 所 有 的 or 和 上 都 为 0 
或 1 时 ， 则 (CF) 的 基本 允许 解 必 为 0,1 解 ， 在 定向 图 G= (V, 
UV) 上 ,假如 我 们 让 

uil RFRA GD 的 长 度 。 

gn 一 bum aem l, HDR (s). 

aj i, b; = 0, HHEARARI Gi). 
WAA C) 的 基本 最 优 解 便 是 一 条 从 : 到 * 的 最 短路 【使 就 长 之 
和 最 小 的 路 ). 

假如 ,我 们 证 

c= —1 HENA ERI Cs), 

ci 一 0 对 其 他 所 有 的 弧 (i, 门 ， 

b; = 0 APPS ASMA Cj), 

ail 2205 RRN G, D 上 流量 的 容量 ， 
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IW Gs) 上 容量 无 限 ( 即 a, = +o), 
MAE (F) 便 是 通常 所 说 的 最 大 流 问 题 ， 其 中 s 称 作 流 的 发 点 ， 
z 称 作 流 的 收 点 。 而 对 侦 问 题 CW) 便 是 通常 所 说 的 最 小 裁 集 问 
EI, 
RAKHA CR) 为 
maz us 
满足 
> xu 一 > z = 0, ETV, 
heP) ker Gi) 
0s< zí ae {ited, 
写成 矩阵 形式 为 
max(x,,| Ax = 0,z + y= a,x #t y 2 0). 
FoR RAE (W) 为 
min(a!r| aA + 7! — 1 = ep s 7 2 0], 
其 中 e, 是 一 个 单位 向 量 , 对 应 于 弧 《1,5) 的 分 量 为 1, 其 余 各 分 量 
BAE. B 1 一 (1,…,1) 是 一 个 力 维 的 行 向 量 ,因为 
814 = 0， 对 任意 的 正 数 6, 
所 以 ， 当 (w, 7, 他 E (W) 的 一 个 允许 解 时 ， 对 任意 的 正 数 0 
{a 十 人 :72 wE W) 的 允许 解 , 且 只 标 通 数值 不 变 ， 关 此 ,我 
们 不 仿 可 将 最 小 截 集 问题 ( 栈 ) 写 为 
infery| pA + y5 — AT == e, ahy => 0). 
因为 AR RAR 3EEE, e,, Ei E, RH EEE, ATE 
H, (W) 的 基本 人 允许 解 是 0,1 解 , 且 使 = MEARE 
f (W) 的 最 优 解 。 亲 为 a 一 十 9， 所 以 , 必 有 7 一 0. 
因此 ,可 得 关系 式 
pe u À” ls pp 41, 2 0, 
则 对 基本 最 优 解 而 言 ,只 能 是 
pl = Ú, ¿, = 0, 
设 {a,r} RO (W) 的 任 一 基本 介 许 解 , 使 得 各 = l,e, = 
0, ¿, = 0, WZ 
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$= (ili = 0, € VY, 
T = {ilp = L,i€ Vi, 
则 必 有 
€ $, re T, 
la 7 == 0, 3 j 3 j€ S, 《1 站 EV BJ, 
ham Yi = 0, 33 i 8 je T,G,ji) € U 时 ， 
a= 0, am 1, 3 ieS GET, G De UW, (9) 
li 1, y j= 0, W ic T.,16€ SC EU Hf. 
>; gaya 一 > lijs 
tieu PEST) 
称 集合 ($,T) 为 对 应 于 基本 人 允许 解 {aY 4} Kit. H 
何 从 :到 + 的 路 中 必 售 (5,T) AM. RE T) 的 容量 als, 
T 称 为 裁量 。 皮 之 , 若 任 给 一 个 点 集 XCV, sE X, : 6 XK = (VN 
X), 则 截 集 《XX, 蔷 》 也 对 应 了 《 玉 ) 的 一 个 基本 人 允许 解 : 
#i™ 0, ¿€ X, 
Bi = l, i€ x, 
Ti l, G.j)8 (X,X), 
tim l, CDE (X,X5, 
其 余 所 有 的 a 和 % WETE. 
因此 ,问题 (W) 可 以 解释 为 寻求 一 个 使 截 量 最 小 的 截 集 。 通 常 称 
W) 的 最 小 值 为 最 小 截 量 , 称 〈F) 的 最 大 值 为 最 大 流量 ， 
定理 5.3 ” 景 大 流量 等 于 最 小 截 量 ， 
证 明 ; 由 线性 规划 对 候 理 论 立 即 可 得 ， 证 毕 , 
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设 循环 许 阿 题 (F> 为 
min{fcTx| Ax = 0, 0 < b =< x < a), 
位 势 问 题 (H) 为 
max(b'4 — olipAT+i Te 0,y > 0, 
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现在 ,让 我 们 考虑 (F) 和 《W) 的 解法 。 
首先 , 任 给 一 个 流 (zi (不 一 定 是 允许 流 ) 以 及 任意 的 一 组 位 
D (a). 例如 ,可 取 所 有 的 x = 0，pi 一 0。 对 应 于 所 给 的 《zi 
M {a} 图 台中 的 弧 可 分 为 九 类 : 
Q m — Bj < cü zú = bi; 
@ pi pi Cus bi Xij = ai; 
@ w — Bi Cis Xij ™ au; 
@ pi Ki < tiis Xi < Bu; 
图 pi Bi ™ Ci, ta < bi 
Bi — Bi” Cips Xi < üu; 
@ pi piZ Cis tú > bis 
图 pi pi ™ Ciis Xa P úú; 
Pi — HOH xü” dij 
0.0.0 类 珠 已 满足 最 优 丝 的 条 件 (8), AFM 0,0,0 £ 
ATRE HHR, MEAW., D, ,@ S 345 
AWA IKOSZS (8), CERM, EERROR. HETG. 
J), 定义 一 个 非 负 的 参数 kiia F 
Ë; 一 x19 Gi) EO, OX M, 
dy 一 2i (PD EORNM, 
ki m j ta 一 Bj， Gi) BORN, 
zú 一 a Cj) EO, ORM, 
0 (r, KQ 2, @35S3[, 
i RAM CG, 门 的 欠 数 。 CEWE- F KS LS TF (8) HER. 
Maa &3S3[ 0518 4.1 in FÉ — AA A E Ra": 
1. 将 满足 条 件 
b; < ra < gy Pi B = fij 
DEM PERE, khula y 8, S fEBM 25 ARTTA RA 
BRA. 
2z. 将 满足 条 件 
zi i H pi 一 pi > vi WORM, 
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za ba < ai B. ú um ci OOM, 

ta < bj, Bim w < ej; HORM 
都 染 成 黄色 RAM. 

3. 将 满足 条 件 

xa > a; 且 pi 一 ei’ ey WORN; 

viai 且 ji 一 pi ca HAOR M,; 

mi > b; B. pi 一 < cy HORR 
ARRE KAMAA AMAA 83218 38R20 K SN, 

4. 将 满足 条 件 

zá = a; 且 pr 一 pj 之 e; WORI, 

zam b; B. í r 之 6ii HORM; 

za = aj = ba IAM 
BRR, KALM. 

EADAE, aK BIL. AMEA ARM, RME 
双向 可 通 的 边 。 馒 如 没有 坏 弧 , 那 末 iri) 已 满足 条 件 (8), 因此 ， 
已 获得 (F) 的 最 优 解 。 相反， 任 取 一 坏 的 黄 弧 é 一 (1, 四， 从 + 
开始 , 没 着 绿 边 往外 走 , 家 到 没有 绿 边 可 走时 ,利用 一 黄 缴 ( 按 畏 助 
图 上 指定 的 方向 ) 往 外 走 一 步 ,然后 ,就 接著 沿 绿 边 走 , 尽 可 能 的 消 
绿 边 朝 各 个 方向 往外 走 , 直 到 没有 绿 边 可 走时 , 表 利 用 一 个 纳 弧 作 
为 桥 , 按 指 定 方向 往外 走 一 步 ,接着 再 尽 可 能 的 沿 绿 边 走 , 等 等 , 依 
次 反复 前 进 ， 

《i FEER 点, 则 可 得 到 一 条 从 ? 到 + 的, 由 绿 边 和 黄 弧 
所 构成 的 初级 链 ， 加 上 黄 弧 e 后 ， 就 构成 了 一 个 初级 圈 H. UA 
Bb] _E 893 18129 HMA, # H E ,1a2 m š in —sráuqk BT AJ RE: 
的 集合 为 H*, EJE W8IRIPRISC ASI TIN PRR f A H Ht 
rB Wes 20) Rak, "中 的 黄 弧 必 为 反 向 黄 弧 。 

《ii 车 不 能 走 到 * 点 , 记 所 有 能 走 到 的 点 的 集合 为 R, R= 
VNR. 则 在 辅助 图 上 ，[ 尽 , R] HRA, (R, R) HA Ë 
HKI. 恢复 到 原 图 如 .上 的 定向 , CR, R) 中 的 黄 弧 都 是 反 向 黄 SK, 
(R, R) 中 的 黄 弧 都 是 顺 向 黄 弧 。 记 《及 , F) PEMMA 所 
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构成 的 集合 为 vt, 记 RR) PIIR RIM EJ ER, I 28 Ar 29 


若 出 现 情形 G), 则 改进 流 (rap 若 出 现 情形 Gi), 则 改进 位 
势 det, AERE REN., 
IE (i) 改进 流 rh e 
0, = min{as — sa! Cii) E Ht, pi pi™ cul, 
0, = minfry 一 bl Gij) E HT, pi — wi = cal 
0,= min{ la; 一 xal (D EH ERI, z; 一 pi > cuh 
人 = min{|ġ; 一 xal | Cis) BEHER, pi 一 < cih 
8 = min{ 08} > 0, 
作 新 的 流 (zu) 如 下 : 
z; +0, Ci jE H*, 
ry = gxi — 0, GD € H, 
ID HIIR. 
对 改进 后 和 的 流 {eu} H 上 每 个 坏 弧 的 欠 数 都 下 降 了 60， 而 好 弧 仍 
RRA. 
情形 GD 改进 位 势 {eh € 
g, = min{ g; 一 xi 一 cnl Ci jJE (RE,R),G.ij) EAM, 
zi = a; > bats 
g, = min{fci — g; t pil (Cis)) € CR ,RY EM., 
Xa = bj < ai} 
B= min{fc 一 Ai 十 pi| Ci,i) E CR,R),(i,i) EAM, 
xj > biit 
e, = min] a; 一 所 一 cal Gi E (RR) Gi) ZAR, 
Xi < ajh 
其 中 , 若 某 个 e, 的 定义 域 是 空 集 时 ,证 si 一 十 oo , 若 所 有 e; 的 定 
义 域 都 是 空 集 , 则 
(R, R) RJALI d W8 AE zi = ai, Bi 一 m 2 Cis 或 者 
x; ™ b; == G, 


(R, R) rh ñz mW 1⁄2 W JE xq = bj, B; — Hi Cii E 
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xu == bi) = ay, 

(R,R) 中 的 黄 挛 必 满 足 z; 之 ag > bis pi 一 ti 2 ca, 

` (R.R) THS BW ty < bú < lio Bi — Pj < Cile B 
HR em (s.zy€ (RR), FEIRDE , Pr) 
Z, < bas B; | Br E Cya 
因此 可 得 
BR,RY > z(R,R) = =(R,R) > a(R ,K), 
BEHAR CF) 存在 某 允 许 流 {ru} 出 必须 满足 
al RB) > =R ,R) = (RR) > HR,R)., 

矛盾 .这 就 证 明了 ， 若 所 有 s: 的 定义 域 都 是 空 祭 , 则 (F) 无 允许 
W. - 

现在 ,我 们 假设 

e = min{£, 81,836} > 0, 
则 作 新 的 位 势 wi} 如 下 
pe I“: +s, j€ R, 
| Elis jE R, 

当 e= e, Reki, WEAR {ep 使 原来 的 好 弧 仍 保持 为 好 就 ， 
但 至 少 有 一 个 寺 弧 变 成 了 好 K; 当 s = s, 或 & 有 时 , 改进 后 的 
{pm;}，。 使 原来 的 好 弧 仍 保持 为 好 弧 , 但 至 少 有 一 个 放 , 使 原来 是 红 
MERTA EW OF {aM {1} 的 辅助 图 上 ,假如 我 们 仍 考 
RIRI e 一 (;, 才 ， 则 从 :开始 , 沿 新 的 绿 边 和 黄 台 往 外 走时 ,能 
走 到 的 点 的 集合 至 少 比 原 来 的 集合 只 铬 一 个 点 。 

J t H PE FF: 

步骤 1 给 定 初 始 流 zs] 《例如 rm 0), AROARI PCB 
# {a} 《例如 e= 0). 

HE: ERAMI Ri CERN. GW), ke 
ARM e = Cst), 

PES 构造 辅助 的 染色 图 ( 按 情形 1,2,3,4 R6, 定 郭 的 方 
A) EADAE, EPRA- TEAN e 的 初级 回路 H, ES H 
上 只 含 黄 弧 和 绿 边 , 则 转 到 步骤 4, 否则 转 到 步 踪 5. 
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zp: 4 计算 Osis 0,, 00, 改进 流 Iza), 然后 ， ED 
2, 

DRS HA enen Ent e, 若 e= to, MARE, 问 
EEFE. PUEH {a} BE (= G, BEDEM, 
出 转 到 步骤 2; RE 6351298 3, 

定理 5.4 最 小 费用 流 计 算 程 序 必 在 有 限 步 内 终止 。 

证 明 ; 只 要 所 有 的 Ce) 和 be) 都 是 非 负 整 数 ， 所 给 的 初始 
流 是 C2) 的 整数 解 , 那 末 , 步 又 4 中 所 求 得 的 8 必 为 正 整数 ,改进 司 
的 流 必 使 欠 数 减少 一 个 正 整 数 。 因 此 , 流 只 能 改进 有 限 次 ， 

因为 位 势 的 每 次 改进 ,或 者 使 好 弧 增 加 ， 或 者 使 集合 及 扩大 . 
因此 , 决 不 能 无 限 的， 连续 改进 下 去 。 连 续 和 的 改进 位 势 有 限 次 后 ， 
必 可 改进 流 ,或 者 发 现 不 存在 允许 流 ， 

综 上 所 述 ,可 知 计算 过 程 必 在 有 限 步 内 终止 。 证 绕 。 


$3 截 R H 


设 : 和 :是 图 G 一 [V, E] 中 两 个 不 局 的 虚 ， 问 最 多 有 几 
AATRE, Æ ;和 : 的 链 。 这 是 图 论 中 的 一 个 基本 问题 ， 对 
每 个 边 [i, 门 6 E, XIN G, DA G, D, 35:.BIE2 AIRY 
容量 都 为 1( 即 a; = a; = 1, b; = bi = 0), 这样 就 得 到 了 一 
个 以 5 为 发 点 ， 以 + 为 收 点 的 对 称 的 定向 网 络 G — (V, U). W 
(zá) E GHE- nii, EEEN Ci, 站 和 (i, 丫 上 的 流量 都 为 
1， 那 末 , 将 它们 同时 改 为 0《 即 消去 对 流 ) 司 ,仍然 是 一 个 允许 流 ， 
且 : 到 + 的 总 流星 不 变 。 因为 阴 络 流 问 题 的 基本 人 允许 解 是 0,1 
REPEL G th s Be (s z 到 sr) 的 最 大 流量 便 是 连结 s 和 z 的 边 
不 交 链 的 最 大 数目 , 记 作 4,,。 根 据 最 大 流量 等 于 最 小 鹤 量 ， 可 得 

1, 一 min(|(X,X5[||sé XE X — VNX) 
= min(|á(X)| |ë KSCV NYJ aS(X)S E), 
定义 
¿= min(2G lie V, jE V, i j). 
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1 是 图 的 一 个 基本 参数 , 称 为 边 连 通 度 .下面 ,我 们 将 介绍 有 关 A 
和 lli) 的 一 些 基本 性 质 ,以 及 它们 的 求法 ， 

HEL la 2 min{4244}。 

证 明 ; 设 

în = LX,X1|, i€ Xj EX, 
Æ kex, M| [X, X] 基 一 个 分 离 & 和 j HRA Nk, 
ly [XX] = v. 
# keZ, M| IX,X] 是 一 个 分 离 i s k RE, AE, 
4;, < I[IX,x1| = lijs 

证 毕 ， 

性 质 2 lu 2 min(1 25," ° ° sh}. 

证 明 ; MEM 1 递 推 而 得 。 证 毕 。 

性 质 3 若 ly > minint, Ii A Lu. 

证 明 : WE leig 不 妨 可 设 4⁄4 之 l 旭 由 性 质 1 可 
得 

lyi > min{ hn ta} = Lu, 

BHATA. IHE. 

对 G 中 任意 的 真子 集 XCV, 所谓 “收缩 ”XX, EEXER— 
个 点 ,《 通 常 称 作伪 点 ), 把 所 有 2X) 中 的 边 , 都 看 作 关联 于 伪 点 
的 边 。 收 缩 后 的 图 记 作 G，X， 如 图 1 所 示 ， 


G 


Æ 1 
站 在 收缩 图 中 表示 一 个 点 ,在 原 图 中 表示 一 个 子 党 ， 
HERRI r, ye X = WX, Et 表示 G + X 中 冻结 * 和 


7 的 边 不 交 链 的 最 大 数目 。 
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性 质 4 说 
1 一 |IX,X11, € X, +€ X, 

划 对 任意 的 x*,y€ X, hay Shap 

证 明 : 在 G 中 , 设 
ta 一 |[Y,Y1[, z€ Y, ye Y 

= VNY, 

定义 
A= XNY, 4 = XNY, 
B= XNY, B= XNY, 


县 不 妨 假设 
xé B, y€ E, t€ B 
2 情形 1 se 4。 如 图 2 所 示 。 


. 因为 
ILXĒII 一 [[A,B1] + |í 4,811 + [4,81] + |[2Z,511, 
I[Y,Y1| 一 |[A,41| + |LA,B)| + 1[B,41| + |[8,81|, 
I[4,AUX1| 一 |[4,41| + |LA,B1| + ICA,B11. 
ILBUX,B1I = |[B,B]! + |[A,B1|[ + [[4,5]1, 
[区 ,天 】 是 分 离 * RI: 的 最 小 截 集 ， 
[4,4UX1 是 分 离 : 和 : 的 截 集 ， 
[Y,Y1 是 分 离 * 和 3 的 最 小 截 集 
[BUX,B] 是 分 离 * 和 ? 的 截 集 ， 
所 以 
I[A,A1| 2 114,8][ + 1[2,511, 
l[4,B1| > 118,41] + |[4,41|, 
0 2|[4,B1| + |[B,A1l, 
1[4,8]| 一 1[B)4] = 0, 
114,4]! > I[Z,B1| > |L4,41], 
I[A,Al| = |14,8]|, 
因此 ， 
AX, |[IBUX,B1| = |[4,8]| + [14,51] + I[B,8]| 
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= |[A,3A1] + 114,51| + |[8,5]] + ][B,21| 
ka I[Y,Y]| = 《ay < trys 
因此 ， 
2, = I[IBUX,B1| = |[Y,Y1| = 2,,. 
情形 2 sed, mE MR. 
因为 
[LA4,AUXI= 1A,.A1|+ |[3,B1| 
+ |[2,511, 
I[B,XUB]I=1tB, A] + I[ BA1l 
+ J18,8]|, 
[X,X] 是 分 离 5 和 * ENRE, 
[4, AUX] 是 分 离 :和 + HRE, 
[Y,Y] RDB MI 的 最 小 截 集 ， 
[B,XUB] 是 分 离 > 和 ?的 截 集 ， 
所 以 


J[Z,411 > I[TA,B1] + IU 4,B11, 
LBAN] > ICA,A11 + |LA,511. 


又 因为 
[4,4] = [4,4], [4,8] = [B,A1, 
所 以 
02 2|[4,B11, 
JLA,B11 k 0, 
M2, A]] = [[4,81], 
因此 有 


tas < |[B,XU511 = [[8,4]] + [[B,41| + If B,B1l 
= |[#,4)| + |[B,41! + IUB,B1I + 1[4,5]]| 
= |Y, Fl] — 1,, < tys 
因此 
2:, = ILB,X UB} 人 ILY,YJ| = Asye 
证 毕 。 
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于 面 介绍 一 种 寻求 各 个 1 的 算法 ， 称 作 G-H (Gomory, R. 
E.-Hu. T. C.) 方法 。 

Hi EARRA AMi BORDE, ARRIE h 
A jh DB 82 [Xol iE Xo hEn Woa = [Xn X.) 
(显然 ， g, ™ bi) 作 截 集 图 如 下 , 

不 妨 可 设 , Xl > 1, 在 XN) rh, 
任 侈 一 点 , 设 为 h. 因为 [XX] 也 是 分 
图 4 B h T js BRR, M u, < vu. #E G ° X, 

中 ,用 网 络 流 方 法 , 设 求 得 分 离 刀 和 户 的 最 

M22829 [X,X] 其 中 心 E x, LEX, E s= |[X, X] 根据 
柱 质 4, s> 一 Aiia 

# X,CX, M 如 号 so, # Uira 则 利用 性 质 3, 可 
得 hih = pu; Ë 4; i, = sx, Bi) wy 22 Pas 这 时 , 作 截 集团 如 下 。 
其 中 X 一 XU Xa h€ Xs’ 


v2 _ 
Xo—— ox, 


h€ X, € X. xo———s 
若 x,CX, Wl B . 
5 
Aiii S s < Px. 


车 oa> u 则 根据 性 质 3, LIRA — x; 否则 wa 一 tu "= KAN 
这 时 , 作 截 集 图 如 下 . 


ta3 p= A hh y # rh X — X.UX,, i€ X., 

x x, t jhe8X, h€ X. fE 

图 6 下 ， 边 在 oOX， 所 对 

HME CD 也 可 氛 看 作 是 分 离 点 IEX) 和 点 AEX) 的 最 
DRŽ, 


为 了 说 明 一 般 的 计算 过 程 ， 计 我 们 看 一 个 更 具有 代表 性 的 例 
予 。 假 设 我 们 已 得 到 如 下 的 截 集 图 7, 

其 中 每 条 边 代 表 着 一 个 截 集 。， 例如 边 [X, X] ERAR 
ECKUXUX Y, RED se PEME MEERA [X,, X,1 所 
OREJA PIKA ji(EXi) 和 ACEO 的 最 小 截 集 。 例 
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如 设 : 

[XX] 代表 分 离 ¿(eX 和 KEX) 的 最 小 截 集 。 

[XX1 和 LXX] 分 别 代表 分 离 CEEX) t jEX4》 和 分 离 
HEEK) 与 j(ex,) 的 最 小 稚 集 ,等 等 . 

假设 下 一 步 着 望 导 求 分 离 乏 中 的 疡 积 关 的 最 小 截 集 。 去 掉 
X ARRET? 分 离 成 三 片 : 


Xo , X,—— s a ax, z,e@—— 9 
当 导 求 分 离 九 和 六 的 最 小 截 集 时 ， 只 机 反复 利用 性 质 4, 就 可 将 
Xis X,UX,, X, U X,U X, DIKARA Xs Xas Xa 然后 用 网 络 
HERISS i, Rl h 65 SRE. UE, Rk 3KIREJSEO J Sk3K 0 
LY, Y], WE Hrm EH h€ Y, AEF, 3: B B 2 Xa CY, 
XCF x, Y. 记 

X, 一 YNXe X, = YN(X, U Xa}, 

RIRKA X DARAN X, 和 X,, 按 连 结 到 XX 的 方 
AK X, t X,U X, 连结 到 A EA X fk UXU 
X, 连结 到 X,. ELA [X,X,] RE ws， WRAAE 8. 

新 的 边 (X,,X,] 代表 分 离 AEX) 和 EXD 的 最 小 截 集 ; 
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Vig pi 
Xx, ?2 v3 


图 8 


[X,,X.] 代表 分 离 (eX, 和 AEX) 的 最 小 截 集 ， 因 为 j € X, 
MA, X, X) 也 代表 一 个 分 离 hA h RR, 因此 , ti © rn. 
XAW [X,, Xl WREDI h 5 h BE, 所 以 vw 之 vw 之 
tiie 根据 些 质 1, 就 可 推 得 lu, 一 px， 因此 ， 在 新 的 截 集 图 中 ， 
新 边 [Xo X,] 可 以 代表 一 个 分 离 jiKEXs) 与 AEX 的 最 小 截 
R RAFC sa 一 or) 

一 般 地 说 ,假设 在 某 一 步 ， 要 寻求 分 离 截 集 图 上 某 个 X; 中 的 
点 入 和 二 的 最 小 截 集 。 设 [X,, X;] 是 截 集 图 上 的 任意 一 个 边 ， 
设 它 是 代表 一 个 分 离 点 EX) 和 IEX) BJA, RE 为 
现在 ,假设 求 得 分 离 记 和 坟 1 的 最 小 截 集 后 , X; 剖 分 成 X, A 
Xio E jk € Xi, h€ i,， 新 边 [X Xi,] 代表 了 分 BË h Ñ š, 
ËJ 3 RE La. BI X; 按 规定 被 连 到 了 X; 如 图 9 Br 

不 ， 


Xa ` x, # j € Xi, BR, 新 边 (X; 
2 Xl AIREAN j 和: 的 基 小 
ds RE, 
车 je Xi, W [Xi,Xi,] 也 
Ays 


代表 一 个 分 离 i 和 j 08838. N 
m 9 Hs un È hi SAX [Xi,Xj1 
也 代表 一 个 分 离 ; MADRE, Y uS 根据 狂 质 4, EF 
求 分 离 ?和 二 的 最 小 截 集 时 ， 可 将 Xj, 收缩 到 某 一 点 x*。 让 {47,} 
表示 收缩 X, 后 的 图 上 的 城 重 函数 。 则 利用 性 质 1, 可 得 关系 式 
dai = ia, = min(1i, sd} 
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因为 
Ris 22 hij 22 Ais lh = Aha hp 2 iip 
所 以 
Aa, = min(24, hi} = i 2 Uh» 
Bp 
fi, = lijs 

Ki AR [X1 可 以 代表 分 离 KEX) 和 EX) 的 
ERR. 

上 述 过 程 ,进行 1V1 一 1 步 后 ,就 可 使 截 集 图 中 的 每 个 X; 都 
是 G 的 一 个 点 ,每 条 边 X Xl 恰巧 代表 分 离 点 EX) 和 KeX;) 
ARDRE. ME lú 一 0。 这 样 的 截 集 图 称 为 @G 的 一 个 蕉 集 树 
《或 称 截 量 树 ), 记 作 T. 

定理 5.5 HiT i EG ERRERA ARRITE, 设 连 
结 坟 到 j,( 唯 一) 的 一 条 链 为 : 


则 在 G 中 连结 产 到 六 的 边 不 交 链 的 最 天 数目 为 
Rii, ku min( tos tn ° ° ° s, f. 
证 明 ; 根据 裁 集 树 了 的 构成 过 程 ,容易 蜀 凤 ,车 对 应 于 边 


[ijz] , [as] s... EANA 


KREI 
[Xs Tl, [X] s. [XXil 

则 有 

X, X... CK 

X. CX, C, 
E 

|6(X,)1 -= Digtiy k=l, erem, 

因为 


hE Xy y € X, k= 1,-.- r —1 
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所 以 

21, < min{ vi ss" °" PEPA A 

男 一 方面 ,因为 在 截 集 树 上 有 
Ugari T Aitas k= i, trl, 

根据 性 质 2, 可 得 

Ride = min(9a, Vs ... Prints 
因此 

EFRA k min{ Vizs fs" ** rt} 


WEH, 


EAR 


设 G= [V, E] 蚌 一 个 图 ， 图 中 的 点 带 有 漂 、 偶 两 种 标号 ， 
SET) 中 的 点 称 为 家 标号 点，V (==VNV,) 中 的 点 称 为 偶 标号 
点 ， 设 V, 02, HEED WV 和 WV， 记 仇 中 所 包含 的 奇 标号 点 的 
KEA aW). E (W) ARR MRVAR, TURA 
集 。 假 设 V 和 中 都 是 偶 集 ， 因 此 , EMERE, M M — VNM 也 
EHE, TRR [M.M] 一 58CM)， 若 是 奇 集 ， 出 称 其 为 奇 
# 3. 12 ar) REX fE SS E E BJ EAH, ale) > 0, 
(c€ E), # em 1ij1€ E, WERN ee) 一 ol。 有 时 , 若 Li, 
j1€ E, WES aj 一 0。 对 性 意 的 子 集 M, $ M = V, WX. 

a[M , M] 一 >; ae) = > Dan 


r€ éG TEK" 


称 [M ,M] ABR [M ,M] 的 容量 (或 简称 为 截 量 ) 
所 谓 最 小 奇 蕉 集 是 指 如 下 的 问题 ; sRS SR WcCV, ES 
a[W ,W1 一 min(a[M ,MJ| M26581. 
对 任意 的 点 集 Mi 和 Ms E MImn M, — $, 出 我 位 也 记 


alM M.] = >; > lija 
sth, ¿ € M; 
性质 1 设 
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a[M ,M1 一 min(a[W ,W1|W V, > $B NY, > $), 

Hl##E—1 ES [X,X), Ef 
XCM, 或 者 XOM, 

证 明 : 若 aM) 是 奇数 , 则 MM) SER — En E. 
MERE, (M) HAH, [RR] 是 任意 的 一 个 最 小 吞 鹤 集 . 
落 MDR,MDR MAR, MOR 中 ， 至 少 有 一 个 是 空 集 ， 那 末 ， 
[R, R] 或 者 [R, R] ERARA (X, X] Wik, 不 妨 可 设 ， 
MD R, MOR, MAR, MNR WAZ, 

因为 MR) 是 奇数 , 风 或 者 (RN M) ERA, RE ARNM) 
是 奇数 。 不 失 一 般 性 ,假设 XCR 门 M》 是 奇数 。 因 为 M) E 
偶数 ,所 以 ARNM) EENS. AX MAV, +, MU RË 
MOR 中 含有 奇 标号 点 ,或 者 MAR 中 含有 奇 标号 点 。 

HEI MNE 中 含有 奇 标号 点 ， 

设 W — MU(MDR)2, AA MNR ES AAW > M. 
因为 好 和 MNAR h422 EP, MA 

WAK = $, WNAF, = ó$, 
网 由 [M ,M1 的 最 小 性 ,可 得 
a[M ,M1 < [WW], 
谢 去 不 等 式 两 边 的 相 则 项 后 ,可 得 
olMNR,MNR] +a [M OR.,M R] S [MO R,MDR1, 
(10) 
又 因为 
a[M IR, HOR] =al MOAR, MNRŘ] 十 a[M R, MNR] 
+a[LMNR, MAOR], 
a[R,R] ~ ol MOR, MOR] tal MNR, MNAR] 
+a[MNR, M NRI +oiMNAR, MNR]. 
FHAOT 
a[M YR, MR] < ofR, Ri, 
Eie, IMAR, MAR] 也 是 一 个 最 小 麻 截 集 , 它 就 是 所 要 求 的 一 
个 [X.X], 
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HE2 MNR 包含 奇 标号 点 。 

类 似 地 可 以 证 明 : [M R, MNR WETE H R, 
它 就 是 定理 中 所 要 求 的 [X,£] A, 

性 质 1 说 明了 这 样 的 事实 : 当 (M) 和 KM) 都 是 偶数 
有 时, 记 收 编导 后 的 图 为 G' = [V!,E!1， 收 缩放 后 的 图 为 

G? = [VY’?, F2], 
其 中 的 
V= MUt{s}, V= MU{S}, 

3# 和 如 分 别 表 示 MAMEA, LE G 和 G: 中 的 偶 标 号 点 . 
那 来 ， 图 G 中 在 在 某 个 最 小 吞 截 集 是 G! 或 G: 中 的 最 小 奇 堆 集 ， 

让 G; = [N, F] 表示 局 的 这 桩 一 个 截 集 图 , N 中 任意 一 个 
点 也 是 VV 的 一 个 子 亿 ,使 得 XAVI 一 1， 对 任意 的 f = (X,, 
X,16€ F, # X, V, = Ip), XAV, = {j}, 则 f 的 容量 we 表 
示 G 中 分 离 亲 标 号 点 志和 广 的 最 小 截 集 的 截 量 。 壕 一 步 , 设 


(X? ziz Xa) tas (Xa) ... — (z 
X,-, 

是 Gr 中 的 任意 一 条 链 , 其 中 

LNV, = (k, £= ly 75 
那 末 , G HE W PUS PX h fll i ARR RREA 

minus vas Prora 
我 们 称 上 述 截 集 图 G7 RYE G HERRE ARR. 
设 P= [XKX] 是 Gr 中 使 容量 达到 最 小 的 边 , 即 

p, = min{ vl LXX; € F. 
去 掉 边 信 后 , Gr 分裂 成 两 个 子 树 Gy = [Nt,F1] 和 G; = (N, 
F. REW >, EHER 1 中 所 说 的 a[M, M], 而 和 和 和 对 应 
FMM, # XCN') EER, 则 [N,N] 便 是 避 的 一 个 最 小 奇 
截 集 ， 相 反 , 在 6 中 分 别 收 缩 和 V 和 WN' 后 ,可 得 图 GI! 和 GG 因为 
收缩 后 的 图 不 产生 任何 新 的 闸 标 号 成 ,而 对 N! (或 入) 中 ,任意 的 
两 个 青 标 号 点 让 和 ;Gz 中 连结 坟 和 ji《 唯 一) 的 一 条 和 链 , 必 属 于 
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GY È GH, 因此 , Gr 是 分 离 G! 中 各 奇 栋 号 点 对 的 孝 集 树 ;G# 是 
分 离 G! 中 各 奇 标号 点 对 的 截 集 树 。 设 Gy 由 容量 最小 的 边 为 他， 
G+ 中 容量 最 小 的 边 为 从, BARL JP 后 , Groa pk. AT + Fl 
GY = [N",F"] 和 GF = IN}, F), 假如 A(N") ERS, M 
LN",N"] 是 G: 的 一 个 最 小 奇 截 集 。 相 反 , 在 G: 中 ， 继 续 分 别 收 
缩 N* 各 N" 后 ,可 得 图 G+ 和 G*, 对 应 的 分 离奇 标号 点 对 的 截 集 
树 , 分 别 为 GF 和 683， 类 似 地 , 设 去 掉 边 他 后 ，G4 分 裂 成 两 个 子 
树 GY = [N", F) 和 GP[NP2, F2]. 假如 202) ESR, 
[NIN] 是 G! 的 一 个 最 小 奇 截 集 。 相 反 ,在 G* 中 继续 分 别 收 策 
N* 和 和 4 后 ,可 得 图 G+ 和 G*, 设 对 应 的 分 离奇 标号 点 对 的 截 党 
树 ， 分 别 为 G# 和 GP 等 等 ， 假如 [N",N"] 和 [N?,N?] 分 别 
是 G! 和 人 G 的 最 小 漂 截 集 , 那 末 , 分 裂 线 止 ,根据 性 质 1, 它们 中 间 
截 量 较 小 的 , 便 是 6G 的 最 小 奇 截 集 , 

一 般 地 说 ， 运 用 上 述 分 裂 过 程 ， 必 可 得 到 Gr 中 的 边 序列 
入,…* 态 ， 它 们 都 对 应 于 GG 的 奇 蕉 集 。 归 纳 地 ， 和 轩 复 应 用 人 性质 1， 
就 可 以 知道 它们 中 间 使 截 量 最 小 的 截 集 ， 便 是 的 最 小 奇 截 集 ， 
由 此 ,我 们 便 可 推出 如 下 的 基本 定理 ， 

定理 56 G, LORDERREE G FASE SAR, 

证 明 ; 综 上 所 述 便 可 得 证 ， 证 毕 ， 

例 设 有 带 标号 的 图 @G 如 下 ; 


边 旁 的 数字 表示 容量 ， 下 面 是 求 G 的 最 小 奇 截 集 的 过 程 . 
1. 分 离奇 标号 点 2 和 5 的 最 小 夫 集 为 [(1,2,6},{3,4,5}], 鹤 
EAL, 得 截 党 图 如 下 ， 
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ECTRETRE, 
2. 收缩 {1,2,6} ES 2 Wb 3 M 5 RRR DHL, 
2,6;4,5,1311 RE 15， 是 一 个 奇 截 集 。 截 集 图 如 下 : 


Gao 一 一 一 后 


3. 收编 13,4,5}, 可 得 分 离奇 标号 虑 2 和 6 的 最 小 截 集 为 [ft， 
2),16;4,5;3118 820 17, E— TARR, REENT: 


CD OHO 
这 就 是 分 离 再 标号 点 对 的 截 信和 杠 Gz， 最 小 奇 截 集 为 [{1,2,4,5， 
6},{3}], 截 量 为 15. 
作为 最 小 末 截 乐 概念 的 应 用 ， 我 们 考 典 最 优 匹配 问题 的 割 平 


面 算法 ， 根 据 第 四 章 $3 中 所 述 ， 最 优 匹 配 问题 可 以 写成 如 下 的 
线性 规划 问题 (P): 


max 21 cledrle), 


Meke 
2: Ce) 一 1， 对 所 有 的 e€ V, 
[a 
Di *(e) > 1， 对 所 有 的 奇 点 集 SCV, 
zle) Z 0, XRAN e € E. 
其 中 


alu) 一 {e€ F| e 关联 于 v}， 
a(S) = (e€ Ele = iun] r ES € S), 


步骤 1 有 利用 字 了 典 序 单纯 形 算法 ， 求 解 役 驰 线 性 规划 问题 
(Ë): 


max (>: c(e)z(e) 


eH 


>; le) = 1, (e 6 V) 


f€ £ar) 
z(e) > 0, (e € E)}. 


# (Ë) 无 介 许 解 , 则 步 绚 终止 , (P) 无 允许 解 。 相 反 , 设 求 得 
(P) 的 基本 最 优 解 为 xz*， 若 ** 是 0,1 解 , 则 步 双 终止 , e" 是 (CP) 
的 景 扰 解 ;相反 ,进行 步 又 2。 

步 允 2 对 应 于 x*, 构造 一 个 网 络 G*, 让 边 e € E 的 容量 
为 z*(e). 

3383 R G'AR as). 

PA 以 奇 集 条 件 

S z(a) 21 
eens™) 

作为 割 平面 ,加 入 《8) 的 条 件 中 ,得 改进 后 的 松弛 问题 《五 )。 

PS 用 字典 序 单纯 形 算法 ， 继 续 求解 松 纱 间 题 (P), 车 
(P) 无 允许 解 , MPRE, (CP) 无 允许 解 。 相 反 , 设 求 得 (8) 的 
基本 最 优 解 为 +， 若 #* 是 0,1 解 ， 则 步 又 终止 ,22 是 (P) 的 最 
优 解 ， 相 反 ,以太 代替 a, (P) RE (P), 6651298 2. 


§5 网 络 单纯 形 算法 


这 一 池 将 扼要 地 介绍 单纯 形 方 靶 度 用 到 网 络 问 题 时 的 特殊 形 
式 。 文 中 有 很 多 性 质 没 有 给 出 它 的 证 明 ， 这 是 作为 习题 留 给 读者 
BS, 
对 定向 图 G = W,U) Yy ka {1,2,4 m}, U _ {es es° ai 
e.) WAR GRA ILERER. 3 =G, k), WE e= i, 
kled = k. 通常 称 下 述 线 性 规划 问题 为 运输 问题 : 


求 min cx == >; C /kZiks 
G. Er 
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满足 约束 方程 组 (dr = b); 
> x 一 >; ra = bi, Fw l... m, 
ker (i) kert 
za 之 0， 对 所 有 的 G.,k)€ U, 
Hr b EAI 的 需求 最 ( 当 所 是 负数 时 ,表示 点 i 是 物资 的 发 点 ， 
bh REAK ARA EWAH) Wa 


>b, = 0, 


im 


运输 问题 的 对 假 问题 为 
求 max >; bir; 5 


fm 
满足 条 件 
mk Ti =< iks 对 所 有 的 Cisk) EU., 

请 读者 自己 证 明 : 

HRL 设 4 为 去 掉 4 的 第 m 行 后 的 子 和 矩阵 , 则 4 和 4 的 秩 
都 是 mw 一 1 

性 质 2 4 中 的 任意 一 个 基 B, 记 对 应 于 它 的 基 变 量 的 弧 所 
构成 的 子 图 为 了 Ts, MJ Ts 在 基础 图 G 中 构成 一 个 (支撑 ) 树 ， 当 B 
是 允许 基 时 , 称 Tr 是 允许 树 ， 

设 对 应 于 基 8 的 单纯 JÉ 3 + 29 = = (mi m.) 约定 
z, 一 0， 称 点 中 为 图 GAR ETAT: 中 ， 让 Pa 表示 连结 i 
到 下 的 (唯一 的 ) 一 条 链 。 对 任意 的 链 P, 证 

P+ 表 未 P 中 ,与 链 的 前 进 方向 一 致 的 狐 的 集合 ; 

P- 表示 了 中 ,与 链 的 前 进 方向 相反 的 纺 的 集合 ,定义 链 了 的 
长 度 为 

e(P) = >; Fi T >: Cite 
Gen r ERT 

请 读者 证 明 : 

人 性质 3 x= (P.O). 

性 质 4 AEH Ta, URERA e€ UNT s, W] eUT: 
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中 食 有 且 仅 有 一 个 贸 ， 

让 @(T,,e) 表示 e UT, 中 的 圈 , 并 给 它 一 个 定 户 ,使 < M 
FARMERA @*(T,, e). PE e — Gk), EE Pin M 
Pis 首次 相遇 的 顶点 为 多 《Ta,e) WA. WT ARR: 


EXE @ (T. e) 的 长 度 为 
kT a) = cp + elPy) 
请 读者 证 明 : 
HEMS cATp) = ci t w, — mua 
性 质 6 设 下 是 运输 问题 的 一 个 允许 基 ， 入 是 对 应 于 好 的 基 
本 允许 解 , 若 满足 条 人 忻 
cT) 之 0， 对 所 有 的 < é UNT as 
WJ z' 是 运输 问题 的 一 个 最 优 解 , 
利用 上 述 性 质 , 运 输 问 题 的 单纯 形 算法 可 叙述 如 下 ; 
0. 和 钙 给 一 允许 菇 了 以 及 相应 的 树 Ta。 设 对 应 的 基本 人 允许 解 
2 25, 
1. 若 满足 
C,(T,) > 0， 对 所 有 的 <EZNTa， 则 步骤 终止 ， 如 是 一 个 
BRE. HK HATDA 2, 
2, ARA ERROM “ENATs， 使 得 
s = min{j|e; € UNT s, C,,(T a) < 0}, 
3, 若 满 足 
EIn e) = leje € @'(Ts,e,), e 的 方向 与 图 的 定向 相反 } 
= @ 
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WPR HETRE. WE ,进行 步 又 4, 
4. 计算 : 
0 = min(xt|e; € ECT a:e), 
F = {ele € @ Tp) yx) = 61, 
r= min{jle € F}, 
5. 作 x = Gi: 
z+ 8, ECHT nt)» 
xi = srt 0, e€ @ (Ts,e,), 
xis 对 其 他 的 sj， 
用 ”的 列 替换 下 中 的 6, 的 列 , 得 基 B'. fE 
Ty = TeU {ehde} 
用 ,Ty ,x REB, Tar, 转 到 步骤 1, | 
假如 一 个 旋转 变换 使 e = = (HU 86 一 0)， 则 称 它 是 退化 
ËD. 23982 b DR 4 中 的 选取 A y BJ Rb h), ETHE 
在 退化 时 不 产生 死 循环 。 然 而 ,对 网 络 规划 ,还 有 另外 一 种 避免 死 
循环 的 有 趣 的 选取 规划 。 

一 个 允许 基 B, 设 对 应 的 允许 树 和 基本 允许 解 为 了 s 和 =, (8 
如 对 任意 的 es = G.K )€ T. 当 划一 一 0 时 ,者 使 ef & P... 
则 称 电 是 一 个 强人 允许 基 , ww 是 一 个 强 基本 人 允许 解 , Ts 是 一 个 强 爷 
ý, 

设 e= (i, 如 是 不 属于 了 Ts 的 任意 一 个 弧 ， 设 团 ETa) 
的 起 点 为 h, 设 Ts 是 强人 允许 树 ， 

F = {eila e E Tne), i= 0 HB. 
请 读者 证 明 : 

性 质 7 # T, 是 一 个 强人 允 深 树 ,其 Pi n F = 2. 

性 质 8 设 从 有 出 发 , 沿 着 Eae) DERE, AYORI F 
HEIS f, MU T, = T U TelNU 仍然 是 一 个 强人 允许 钳 ， 进 一 
步 , 设 对 应 于 Ts 和 了 gp 的 单纯 形 才 子 为 z 和 x Wi 

= = i + C. (TI), # f EP， 
z Tps # fEPap 
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因此 ,使 单 此 形 乖 子 的 和 严格 下 降 . 

在 网 络 单 纯 形 算法 中 ,对 旋转 指标 + fl r 的 选取 ,只 要 满足 : 

(i) C (Ta) < 0, 

Gii) ME 多 (Tec 的 起 点 出 发 , 沿 著 图 的 定向 走 ， 首 次 遇 
WE F REMAK en 
则 根据 性 质 3, 旋转 变换 能 保持 基 的 强人 允许 性 ， 生 能 避免 死 循 环 ， 
KATERE. 

类 似 于 人 造 基 方法 ,我 们 可 以 利用 增加 “ 仿 驱 "的 办 法 ( 仿 绝 的 
长 度 都 取 为 十 co), 来 构成 第 一 个 强 基 本 多 许 解 2., Em- 1 + 
基 变 量 为 : 

Lla 一 


s% = Bi, í = m, b; > 0, 
x = Ü, i! = m, b, = Ü, 
T, 是 以 双 为 息 心 的 “ 星 形 图 "， 


设 ToTu T, 都 是 对 应 于 同一 个 基本 允许 解 r 的 强 基 本 
允许 树 , 且 构成 单纯 形 方法 的 一 个 (如 化 的 ) 计 算 序 列 。 下面, 我 们 
将 研究 这 样 形式 的 序列 的 最 大 长 度 。 首 先 ， 按 下 述 规则 将 序列 分 
B. ESL KO 一 05，51》 是 使 得 没有 弧 e WE 

C,(T,) < 0, K0 < 4< (1) 
HENDES. 一 般 地 说 ,， 若 <: 一 1》 已 有 定义 , 则 < 是 
使 得 没有 弧 。 满足 

CLT < 0, sG — >< q < (Ç 
的 最 小 的 正 整数 。 称 To-oy7o-p+t T o 为 序列 的 第 z Es. 
设 
P = {eix} > 0}, 
GI = Ur). 
请 读者 证 明 : 

性 质 9 车 顶点 yw AT GU] 的 局 一 个 连通 片 ,出 对 任 者 

的 指标 和 2, 0 < p< 4 < 1, 有 关系 式 : 
rT,) 一 me (T',2 = zm (T ,) 一 =. (T... 
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性 质 10 3 T, Hy mg ç KEE < JSC J, 则 
TCT >) = =, T), 
WERA: 对 = 进行 数学 归纳 、 5 a = 0 BF, rz 和 ?属于 G] 
的 同一 个 连通 片 , 因 此 ,由 人 性质 9, 可 得 
zT.) 一 x, (T) 一 xT) 一 TmZ ID 
BI 
=,(T.,) s aTi). 
现在 假设 命题 夺 所 有 的 < 过 8 时 成 立 ; 而 当 & 一 时 不 成 立 . 
则 有 基 个 z EV, RET h, 名 到 + 的 链 P 上 有 8 个 弧 不 属于 
F,H 
xT) < =,(T 6). 
设 e = (z(e),h(e)) 是 P 上 最 后 的 一 个 不 属于 卫 的 弧 , BH hte) 
和 ?属于 GP 的 同一 个 连通 片 ; MET p, maj Ce) 的 链 
PP 上 有 Ff 一 1 个 弧 不 属于 了 ， 根 据 归纳 假设 ,可 得 
ma ( T gy) = tal Ti). 
根据 性 质 9, 可 得 
AKT) < =o (T 0), 
玉 为 在 退化 情况 下 ,对 任意 的 € V, A 
x (T,) Z =,(T,), 0 < p< q < I, 
所 以 , 当 s<8 — 1 < p< s<8> 时 , 必 有 
CT 一 CCe) + =, (T — snlT,) 
=< C(e) TF nn T O — mato(T md 
< C(e) E maT — AT = 0, 
这 就 与 序列 的 段 的 定义 相 矛 看。 证 毕 ， 
利用 性 质 10, 立即 可 得 ; 
性 质 11 任何 退化 的 强人 允许 的 单纯 形 方 法 的 计算 序列 ; To 
Ta Ti 最 多 可 分 为 m 一 1 一 [Pi R. 
假如 我 们 采取 下 面 所 说 的 循环 选择 Ce,) 法 ， 那 末 可 使 各 中 的 
长 度 不 超过 1E1. 
循环 选择 靶 ; 
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MRH, RIE CAT) < 0 M. # e, 是 上 一 次 被 选 作 
换 人 人 基 树 的 弧 , 则 这 一 次 从 e, Cenn 看 作 ep) 开始 , 按 顺 时 针 方 向 
逐个 检查 ,首次 遇见 使 CAT) < 0 HM, WORA ERM, £ 
这 种 方式 为 循环 选择 法 ， 

最 后 ,请 读者 证 明 : 

性质 12 假如 在 网 络 单纯 形 算法 中 ,对 旋转 指标 7 的 选 取 ， 
保持 菇 的 强人 允许 性 ,而 对 旋转 指标 :的 选择 ,采取 循环 选择 法 ， 那 
末 , 在 退化 情况 下 ,计算 序列 的 长 度 L< (m — 1 — [PIEI 


s6 应 用 


作为 前 面 各 章 询 理论 和 方法 的 综合 应 用 ， 这 一 节 将 进一步 介 
绍 一 些 著 名 的 组 全 对 偶 定 至。 这些 定理 都 可 利用 全 单位 模 性 和 爹 
对 个 整数 性 得 到 证 朋 。 我 们 列 出 了 很 多 性 质 ， 有 的 未 给 它们 的 证 
明 , 这 是 作为 习题 留 给 读者 的 ， 

给 定 图 G = [V ,E],V = {vv va}, E — {2152y 
zm]， 让 Z 表示 由 所 有 的 奇 点 集 所 构成 的 集合 ， 

性 质 1 下 述 多 面体 是 所 有 边 无 关 集 的 关联 向 量 的 号 包 : 

O >; y(e)<1, vey; 


Ep) 


Gi X yeya SL, TET; 
e€ Ec 2 


iii) yle) > 0, e€ E, 
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证 明 : 设 》 是 上 述 多 面体 的 任意 一 个 顶点 , 设 G* 一 [FE*] 
是 一 个 和 G 一 [V , E] 一 样 ( 周 构 ) 的 图 ， V* 一 fo， 地， 
vija E* 一 (ef,er, ret}, MAH, ejm Evrel 时 , e? = 
[ortl GSi m). WEB G = [P ,Ë), Hh 
P =vuv*, 
Ë= EUE*U {lenet ] Treo]}。 
对 应 于 y(e)Xe € E), EX JEZE) 如 下 : 
Fee) == FCe*) = yle) e€ E, 
y([e,.*]) = 1 — >; xe), e€ V, 


ale 
下 面 我 们 证 明了 是 对 应 于 图 G ZA B: 多 面体 Pe 的 顶 
点 ， 
显然 ,了 满足 
y) > 0, gé Ë, 
51 YE) = 1, še P. 
ELLI D 
H F ERRARE T =V UYI, WSV, VrICV*), UE 
DO: H D+ B x(G), 
Est) HESLY AP zesv w” 
其 中 
VID 是 V*(V) 中 对 应 于 V8) 的 子 集 。 因 为 | 有 [十 
1yz?| 是 奇数 ,所 以 17AFD1 和 TCFzAFzi 中 至 少 有 一 个 是 奇数 。 
RHE, PAF, 是 奇数 。 则 有 
>, 其 人 一 [OA 一 2 21 xe) 


HERF) ERFA 


> YANLI- 2: IZAL =i i, 


因此 
> y> 5 7l, 


IEA) PERYF) 


所 以 ye PI. HY ESH G), Gi), Gii) EAA. AAEH, y 
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是 Pz 的 一 个 顶点 , 由 定理 4.5 可知 ,是 0,1 向 量 。 丙 此 , y 也 是 
` 0,1 AAB y 基 边 无 关 集 的 关联 向 量 , 证 毕 , 

下 面 的 性 质 2 说 明 多 面体 G), Gi), Gi) 具有 全 对 个 整 数 姓 . 
EA? 对 任意 的 权 函 数 v: E 一 Z+， 对 侦 线 性 规划 : 
min D} ulr) 十 > z(T) (=), 
vEV TEF 2 

HE 
ulo) = 0, e€ V , 
zT) > 0, TET, 
31 (e) + > *C(T)2 wle), e€ E 
TES HERTY 


„Ere 
必 有 整数 的 最 优 解 ， 
证 明 : 假设 命题 不 成 立 , 即 有 反例, 设 图 G 一 [V ,BE] MR 
w € Z EEAS 
IF| + ]E| + 2: we) 
sER 
的 值 达到 最 小 和 的 一 个 反例 。 这 人 时 必 有 


w(e) 之 1， 对 所 有 的 e€ E, 
因为 若 有 某 个 we) 一 0， 则 在 G 中 去 掉 。 后 , 仍然 是 一 个 有 反例， 


与 最 小 性 相 矛 盾 ， 
设 线性 规划 
max > m(e)y(e), 
rEB 
满足 
> ye) =< 1, s € V, 


reacvy 
> xos, re =, 
e€ RtT5 

yle) > D, e€ E 
的 所 有 基本 最 优 解 的 集 台 为 Sr, WREE, F HORE E: 
无 关 集 的 关联 向 盈 。 因 此 ， 我 们 则 时 也 可 以 把 F 看 作 是 由 最 优 
的 边 无 关 集 所 构成 的 集合 。 
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假如 有 某 一 个 ee 了， 使 得 对 任何 y Sr, A 
>; Xe) 一 1， 
Exo) 
划 定 义 权 weZ 如 下 : 
we) = wle) — 1, ecele’, 
zc) = wle), e€ € EN8(e 5, 
用 w' 代 僚 w 后 ， 基 本 最 优 解 的 集合 仍 为 多 。 WAF w WHA 
线性 规划 
min > uler) + > z( T) (E=, 
v€y res 2 
满足 
ule) Z 0, s€ V, 
z(T)Z> 0, TEF, 


> ue) + > z(T) > w'e), e€ € E 
TEF SEET) 


verer 
必 有 整数 的 最 优 解 ，{w《v)，zx《T)} 《因为 《G，w》 是 一 个 最 小 
的 反例 )， 则 
zT 一 z(T), T € Z”, 
ulo = (e) + 1, 
ao) = w'(e), e€ VXT) 
EENET. KHARE- ARER, SELETA, A 
此 , 对 任意 的 "*eF， 必 存在 一 个 最 优 的 无 关 集 ye 2, E) 
不 覆盖 v 即 
yle) 一 0， 对 所 有 的 e € 56(z)， 
设 tu(r),z(T)) 是 对 应 于 w 的 对 个 线性 规划 的 一 个 最 优 解 . 
假如 最 优 解 不 唯一 , 则 在 其 中 取 一 个 使 
2 zCT)|TIKIVI — ITI) 


TEY 
尽 可 能 小 的 最 优 解 作为 {nCe),z(T)}， 首 先 , 必 有 
s( 9) = 0， 对 所 有 的 s€ V, 
央 为 若 有 其 个 v, 使 wz) > 0， 则 根据 对 个 还 论 中 的 “和 极 W > 
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系 " ,对 任意 的 y€ F, UA 
> y(e) = 1, 
Egle’) 


SRRAFE., FHE, 我 们 证 明 , 对 尾 意 的 2 和 T ”<E3 ， 使 得 
z(T') > 0, T > 0, E TAT” g, BK BA TEOT”, 
或 者 TCT (通常 称 这 样 的 T MT” HERZL). 

设 若 相 反 ， 有 T, TEF, T) >00, (T) >00, TA 
TÆ @, TAT Æ, BHAT e€ T'n T”, CIT A TB 
EZX) Vk ye .多 ， 使 得 


D He) = 0, 


rEEdo) 


根据 对 偶 理论 中 的 松紧 关系 , y 中 必 有 Ki 条 边 属于 ECT’) 


(因为 (T) > 0, ,有 ZL 和 ECT") ( 因 
为 CT") > 0), Hik, BARTER, s hya EATI 


条 边 属 于 ELT NAT) K, TAT” 和 TUT” SEAR. . 
设 
8 = min[x(T”) ,z(T7)Y > 0, 

定义 {w(v) e Cr) 如下: 

ue) == 0, e€ V, 

z'(T') = (T) — e, 

z'(T”) = z(T”) — s, 

#(T'rYT”) = lT NT + a, 

s(T' UT”) = z(T'UT”) + a, 

z(T)= 2《T)， 对 其 余 的 奇 点 集 工 ， 
MÜ {wvy，zT)} 也 是 对 应 于 ww 的 对 侦 规 划 的 一 个 最 优 解 ， 然 
而 
DI TITIOVI—ITD < TTI —1TD 


res 
与 la(e), skT)} BOB, 
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最 后 ， 我 们 证 明 {nCv), zCT)Y 便 是 对 侦 规 划 的 一 个 整数 的 
REE. 
设 车 相反 ,让 TET WE: 
IT| 一 maz([T|]|T e 27, T) 不 是 整数 } 
zT) = [CT] + r,(r > 02. 
i} 
S (Te |T) > 0, TCT’, TT}, 
T. 是 .和 中 的 所 有 的 级 大 元 素 ( 按 集合 的 包含 关系 达到 
RAK) 则 不 难 证 明 ，T,,-…… ,Tk 两 两 互 不 相交 。 定义 {w‘(v)， 
z(T)} 如 下 
wv 0, vEV, 
zT) =T- r, 
z(T i) T tr, fl, Kk, 
z(T) 一 zxT)， 对 其 余 的 奇 点 集 工 。 
则 利用 ww 的 整数 性 ， 不 难 证 朋 ，{w"《v), (T) 也 是 对 应 于 2 的 
对 侦 规 划 的 一 个 最 优 解 。 然 而 
SeT] — IT] < > z(T)|T|(IV| ~ IT|), 


res 


这 就 与 {wtv),z(T)} WREEF. iE. 
给 定 有 向 图 G — (V,U), V = {1,2,4,7}, ICG INCEU) 
的 长 度 为 L (220). — EL (7 T), 若 满足 : 
G) 连通 ; 
Gi) HAA il, BERATAN. 
出 称 共 为 -- 个 树 形 图 , 称 了 为 一 个 树 形 集 , 点 1 BARR, ERE 
图 上 ;从 1 到 六 有 且 仅 有 一 条 定向 路 ， 
对 作 间 的 非 空子 党 XS, tanh EA 
SCX) = (G lie X; EX, CiD EU}, 
EEX) = (G.D |]i é X, j EX, GEU} 
SR) = {GDID e EOU) 
LEARRA 5-(X》 称 为 一 个 树 截 集 ， 
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让 4 表示 所 有 树 形 集 的 关联 矩阵 , 央 ARAR M TERIM , 4 
的 行 是 树 形 集 的 关 甘 向 量 。 让 万 表示 所 有 树 截 染 的 关联 禾 阵 。 即 
也 的 列 对 应 于 图 的 就 , 刀 的 行 是 树 稚 集 的 关联 向 量 。 
性 质 3 对 任意 的 弧 长 函数 1;U ~> Z, 线性 规划 LPD}: 
max{yl|yD < 1,y = 0}, 
必 有 整数 的 最 做 解 。 
ER: Vk y* E. LP{D,1} 的 一 个 最 优 解 ， 候 如 最 优 解 不 唯 
一 ; 则 在 其 中 取 一 个 使 
DX 
TT 
尽 可 能 大 的 最 优 解 ,作为 y*。 记 
F — {XEV I > 0}, 
下 面 我 们 证 明 , 对 任 窒 的 X,,X, € 多 ， 必 有 : 
X, X, = b, RE XCX 或 者 X, Xi, 
因为 设 若 相 反 , 有 Xis, KEF ， 使 
X, X, Ø, X, ZX,%X, 
WIE y 如 下 : 
yau = Yia — 8, 
ya lO 一 Yap — 8, 
Yaran 一 ynxp F e, 
ye-~(xauxp = yy Oa uUxo T 6, 
ya 一 并 -mp， 对 其 余 的 XC(2,....nY, 
其 中 
8 一 min{ yj ryp yoa) > 0, 
容易 看 出 ,y' 满足 
y>0, yD< yD < 1, yim y*1, 
W, y 也 是 线性 规划 的 一 个 最 优 解 ， 但 是 ， 
ywr XP 2 yroa XER 
otrai =a) XC 
这 就 与 y* URETA. 
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HEER XREF, É XCX, HARE Y € 5 ,使 得 
X'CYCX, WJ X É XF 1 X ËJ Sr - T. 3, 12 F E: DrH 
对 应 于 多 中 的 的 那些 行 所 构成 的 子 和 矩阵 。 对 任意 的 XE 多 , 
设 它 的 极 大 的 Sr - 子 集 为 X... X € Sr. VEPE3BEEF h, xf 
应 于 下 的 行 是 

有 sr 有 Pa 一 (9 有 (te 
AERE F, 作 如 下 的 初等 变换 : 对 任意 的 X 4 Sr, 用 
Fco — [Frezo 十 …* + Frap 
代替 了 中 原来 的 行 Fras RAHET XEF 都 进行 上 述 
初等 变换 后 所 得 的 矩阵 为 F, 作为 习题 ,请 读者 证 明 以 下 的 重要 
事实 ; 

G) 在 F' 中， 每 一 列 的 非 堆 元 毒 的 个 数 不 超 过 2; HEA 
一 列 的 非 零 元 家 的 个 数 愉 为 2, 则 其 中 一 个 海 十 1, 男 一 个 为 一 1. 

GD F 和 BR 都 是 全 单位 模 和 矩阵 ， 

Cii) max(yl|y Z 0,yD < I) ~ max(Z1|Z 2 0, ZF < [Y 

“yl, 

利用 (iD 和 ciii), PER 3 即 可 得 证 。 证 毕 ， 

AAEREN, AEH: 

性 质 4 多 面体 

{zle = 0, Dx > 1) 
的 所 有 顶点 都 是 0,1 解 。 它 们 是 树 形 集 的 关联 向 量 , 月 有 
min{lx|Dzr > 1, x Æ 0,1 PJ) 
一 max(y1|yD < I, y 0,1 向 量 }。 
当 1 一 工时 ,说 阴 若 GAREA, 则 含有 4 一 1 5390 S 8132285 RI 
HE, 
性 质 3 0,1 矩阵 4 和 刀 互 为 外 配偶 。 且 对 性 章 的 非 负 整 数 
HE w, 有 关系 ; 
max{y1|yA 所 ww，y 是 0,1 向 量 } 
= min{fwz|Ax > 1, x 0,1 向 量 }。 
当 wml BF. G rh KUR 4822550 ASK ST 
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HREH. 

设 G=(V, U) 是 一 个 定向 图 。 对 任意 的 点 子 E X, é = 
KEV, Æ SX) 一 ó, Wik 6 (X) E— EE, SN 的 
TES, 若 它 与 每 一 个 定 庙 截 集 的 交 都 非 空 ， 则 称 S 是 一 个 定向 
《 截 集 的 ?性 盖 ， 让 表示 所 有 定 识 截 集 的 关联 矩阵 ， 即 召 的 列 对 
应 于 图 的 皆 , 了 3 的 行 是 定向 截 集 的 关联 向 最 ， 请 读者 证 明 ; 

狂 质 6 3 5 (X 和 23 (X,) REER, 则 on) 
和 5 (X,UX,) 也 都 是 定向 截 集 。 

性 质 7 对 任 乱 的 弧 长 函数 天 忆 一 Zr， 线 性 规划 工 D{3， 
1: 

max(ylly > 0, yë < 1] 

必 有 整数 的 最 优 解 ， 

性 质 8 多 面体 

(z|z = 0, Br 21) 
的 所 有 顶点 都 是 0,1 解 ， 它 们 是 定向 发 益 的 关 耿 向 量 。 且 有 
min{ir}| Ez 3> 1, zE 09,1 向 量 } 
一 mar{yl|yB < i, y 是 0,1 向 量 }。 

当 7 一 1 时 ,说 明 台 中, 弧 不 相交 的 定 商 截 集 的 最 大 数目 等 于 最 
小 定向 覆盖 的 弧 数 。 

设 G— (V,U) 是 一 个 定向 图 。 ”ET，y RIER, s$ 

为 终点 。 对 任意 的 子 集 XOV}, rEX, RIZ 

8t(X)— {Gli EX, JEX, G, D€ U) 
为 一 个 ras RÆ, IE ao oa, 表示 所 有 r- RECTION 
关联 向 量 . 证 ó, ,b, 表示 所 有 从 + 到 :的 定向 赂 人 《对 于 弧 ) 的 


KERE. iE 
H b, 
an b, 


性 质 9 对 任意 的 弧 长 函数 LU 一 Z, 线性 规划 LP{4, I: 
maxí(yl|y > 0, yA 所 站 
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45 3 38005 Vu 8. 
证 明 : itk r Z] s FJ GERERE 定向 路 的 长 度 . 
对 每 一 个 正 整数 i, 1 < i < k, 定义 
V = (z € V1 存在 一 条 从 ? 到 vv 的 ,长 座 小 于 让 的 定向 路 }. 
根据 定义 ;最 然 有 关系 
VEV- EV, 
reEVi, sF ?= 1,:" " K, 
不 妨 可 设 ，a; 是 81(Yi) 的 关联 向 量 Gi = 1... k), MU AS3Ë üE 
BÄ: 
G) max(ylly > 0, yá < l < É; 
(H) ateate + a s 1, 
HHE, 
Pp y, => ES S a y, = 0 
是 LP{4,1 的 一 个 最 优 解 。 证 毕 ， 
性 质 10 多 面体 
{qzl Az > 1, x Z 0) 
的 所 有 项 点 都 是 0,1 解 。 它 们 是 从 * 到 :的 定向 路 的 关联 向 量 ， 
PEIL 0,1 矩阵 4 和 有 互 为 外 配偶 。 
E12 对 任意 的 《容量 ) M, w; U ~? Z+， 线 性 规划 
LP{B,w}: 
max{yl|yB =< w, y > 0) 
必 有 整数 的 景 优 解 ( 即 整 数 的 最 大 汶 ), 
性 质 13 对 任意 的 (容量 ) 隙 数 w:U — Z+ 
maz{71 lyB < c,y > 0) 
wa min{wxr| Bz 22 1, > 0] = min wal, 
BE 
曲 大 流量 一 最 小 蕉 入 
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第 六 章 拟 FW 


$1 EARNE 


设 E 为 有 限 个 元 素 所 组 成 的 集合 , S 是 互 的 某 一 子 集 镀 , Æ 
它 满足 下 述 条 件 〈i MGi), MER M — (E, Z) 为 一 个 报 阵 : 

G) 【遗传 性 pE, EIES, Per, WJ /re.zZ, 

Gi) (HPE) Æ 168.2, Ims, |p |l 
十 1， 则 存在 元 案 ¢Elpu p EA I, Ute) EZ, 

称 .Z AEWRE, S 中 的 元 素 称 为 拟 阵 寻 的 独立 
上 党。 对 给 定 的 氢 阵 〈B， .8 )， 设 $ E EBE T3k, EIES, 
ICS, 币 对 任何 e € (SNI) RE UUDE, MUJER I 25 SRR 
大 独立 集 (这 里 Ue 是 集合 和 JU{fe} 的 简写 )。 由 拟 阵 的 可 扩 
性 ,立即 可 得 

性 质 1 对 任何 集合 SEE,8 中 的 任何 极 大 独立 集 的 元 素数 
HREH. 

至 的 极 大 独立 售 称 为 拟 降 的 基 , 对 任意 的 您 合 SEE, 定义 5 
的 秩 (S) WTF: 

(S) = mas{ |I| ZS, EF}, 
PA., 3 sS Eiir, 则 res) 一 |51。 EKE T 3 S. 车 
SES, WERS 为 氢 阵 的 相关 集 。EE 的 人 性 一 相关 祭 多 , 3 % BS 
任何 真子 集 都 是 独立 集 , 则 称 g 为 拟 阵 的 一 个 圈 ， 因 此 , RERI 
阅 蚌 拟 阵 的 极 小 相关 集 。 对 任意 的 子 集 SSE, EX SAER 
(CHMA) SPY wF: 
P e [SS GE, SDS, ry) = r(S)I, 
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SP(S) = UJ 了。 


sE? 
性 质 2 (SP(3)) = CS). 
证 明 : 设 了 是 3 中 的 一 个 极 大 独立 集 。 若 
r(SP(S)) > r5) = ll, 


则 存在 独立 集 CESS) 使 得 17 > 1 中。 由 拟 阵 的 可 扩 性 , 必 
存在 某 元 素 CEUM), 使 得 EUDES, KX e € SP(S), 
故 必 存在 某 SEP, E “eS H SDS, rS) = (S). H 
此 Ce 'U1)SS', 而 r(S)2> leUr > 17| — (S) RBF 
人 性 质证 毕 ， 

性 质 3 车 1 是 拟 阵 (B， .7) 的 一 个 独立 集 ，1Ue 是 相关 
集 , 则 7Ue 中 有 且 仅 有 一 个 图 。 

证 明 ， 因 为 析 关 和 集中 必 含 有 极 小 相关 集 ， 记 以 IUe phg 
有 图 .假设 IU: h&# B 4 A A ñ5 El ç, ME, 则 有 N 
ErP $, ENCE $, $ GEENE”, RX 1 = (WN) 
EC WAT, 所 以 6€ 4。 由 于 (@ UWAL) SI, 根据 
MERMERE G), (UZA 也 是 独立 集 ， 荐 CUES 
(y| > lhl & LECU Ne), Ed h= Il] + 1, HH 
HHP E GG), 存在 ce LA EE n= LUES. ARE 
la 重复 上 述 论证 ， 直 到 获得 独立 集 T, 使 得 TRE Malme ls 
IIe EUF GF EMAS, WMA s é P, BA 
rc(@,U@), P= [PUEFA = l@,UQ,| — 1, Br 
以 必须 P DEF, KAFAT P e Z, UEEE, 

性 质 4 洲 相 关 尝 5 rh £ G Bj, B (é, W) r(8) = 
r(SN[e)), 

uEHH: 因为 客 \{eje.Z， MS P 8 — 48 8 X šh xz 3 
1296), 但 是 ISe}, A r(S)= (SNI), EE, 

EI A egs, r(SUe)= rls), 则 8Ue 中 包含 一 个 
Ag, ER cc @. 

证 朋 ; 设 1 为 5 的 一 个 极 大 独立 集 , 风 
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r(8) = |I] = r(SU e), 
BHI EE SUe 中 的 一 个 极 大 独立 集 ,因此 ，7 Ue 中 包含 团 。 证 
毕 

性 质 6 车 Eis Ci EWERAN M, < € ENF 
EEAS, WEEE EECCEU FD e, EA acg G 
性 质 , 称 为 图 的 消去 性 质 ). 

证 明 ; 由 福 质 4, 可 知 

r(@, U ,) — EU @,Ne) = r(@,U@,N.)D 
= r(@,U@Ne,,e)). 
记 $ = (@#,U%)N es eb, MA rS) 一 rUe), 根据 性 质 
5, TA (@,U@)Ne 中 包含 一 个 在 @ , 使 得 aeg, EE. 

HA7 设 BCE, # r@Ue)= rB), r(BUe;) = 
r(8), MÜ r(B U =, Ue) = r( B), 

HEBH: 设 B, AERA B É e, BE B #riMIP Eki AR, B: 为 
包含 B 及 e, 的 与 中 有 相同 秩 的 极 大 集 。 根据 性 质 2， 一 B,= 
SPCR). Eik, eF a € SP(B), É 

r(B) = r(SP(B)) 2 r(B U eU e) 2 r(8B). 
TH. 
性 质 8 对 尾部 的 集合 S,,S,, VA 
risD + rC) = r(S,US;) + r(S,(1Y5;) 
《这 一 性 质 称 为 次 摸 性 ). 
证 明 : 设 是 SNS 中 的 一 极 大 独立 集 ， ILU 是 5. 的 一 
TRAHIR, LUL E 5, 的 一 个 极 大 独立 集 , 记 
D= RURU, 
则 对 任 窟 的 e€ (S.USAD), eUD 中 必 有 图 包含 ce。 由 性 质 4， 
可 推 得 (D) = rU < Il 十 [| + ]1,1 因此 ， 
rt5) + r(S,) = || + | + 2|1,| 22 |1,| + r(S,ÚS,) 
= PN S) + r=(S.U5,>, 
THP, 
性 质 9 设 B,, B, 是 拟 阵 的 两 个 不 同 的 基 , 则 对 任意 的 
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e€ BAB, 必 存 在 元 素 aE BAB,, EB (BNe)Ue, UE (BN 
cj Ue 都 是 基 。( 这 一 性 质 称 为 拟 阵 的 可 交换 性 ). 

证 明 ; 设 eUB, HHR € 一 feis ci. 64). inž 
任意 的 e€ @', 有 r(BiNe:U el) = rB) 则 可 得 

LEAG e, U + * U e3) ~ (B Ne) 

CHHT) MARHE 4, 可知 

r(RING U tU: eU ep) = p(B, UaU eU ep = r(B.), 
因此 有 (Be 一 +(81)， 这 就 与 B, 是 拟 阵 的 基 相 矛盾 。 H 
此 , 必 有 姑 个 e € @, WE (BAG Ue) = r(B1)。 另 一 方面 ， 
显然 B,U enei 仍 是 一 个 基 ， 记 似 e 便 是 命题 中 所 需 的 ex。 证 
tE, 

人 性质 10 若 e, e’ é SP(S), e Æe, € € $SP(SU e"> 则 eE 
SP(SU e). 

证 明 : 设 1 为 5 的 一 个 极 大 独立 乐 , 因为 ç é SP(S), 
e ESPOS), BEL IUe, WIU” 都 是 独立 集 ， 因 为 e€ SP(SU 
e), 且 1Ue Æ SUr 的 极 大 痢 立 集 , 所 以 1Ue Ue 中 含有 一 
AAE, 使 得 和 Eeg, AiE, e ESSU.) WHE, 

TARMA- ERER, Amn x # 的 实 
AEB, FJ ec 者 未 4 的 第 了 列 。 令 E — {ertt S 是 由 4 
的 所 有 线性 无 关 的 列 向 量子 集 所 构成 的 子 集 E. 网 容易 证 明 ， 
M = (E,.Z) 构成 一 全 拟 阵 , 称 为 向 景 投降 。 达 中 摄 小 祖 关 列 向 
量子 集 便 是 向量 拟 阵 中 的 图 ， 

设 G= (V,E] 是 一 个 图 $ Z 是 已 中 所 有 不 含 G 中 串 的 
过 的 子 集 所 构成 的 子 集 焦 。 即 

"iE, FE G = [V ,1] 中 不 合 图 }， 


则 容易 证 明 ，M = (E,.Z) 构成 一 个 拟 阵 , 称 为 图 报 阵 。 图 中 的 
图 恒基 图 毛 阵 的 轿 , 图 中 的 树 便 基 图 拟 阵 的 基 . 
令 E 是 有 限 个 元 素 所 构成 的 集合 。E1, Ernir En Æ ERE 
一 给 定 的 集合 分 解 , 邯 
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E— UJ BE, ENE i = $ G = i). 


4=1 


对 应 于 每 一 个 E,, 有 一 个 非 负 整数 d;, 称 为 E, 的 次 - 定义 于 集 
# . 

Z= {I| IGE, E IInE,[ Sd, im 1," mh 
则 容易 证 明 ，M — (E, Z) 构成 一 个 扫 阵 RAHA BE, 

设 G=I[IX,U] 是 一 个 图 , E 基 给 定 的 一 个 点 子 集 ( 即 EC X). 
mw x RE 

J 一 0111SE， 存 在 边 无 关 集 JSU, 使 了 覆盖 1}， 
则 有 

人 性质 11 M = (E,.Z) 是 一 所 阵 , 称 为 对 集 氢 阵 。 

证 明 : 显然 Z MED BISEE (i)。 下 面 证 明 Z 也 满足 可 扩 人 乌 
Gu), 设 1 和 Ia 是 .8 中 分 别 含有 ?和 请 十 1 个 元 素 的 独立 
#. & J, J. Ja I, 1. 的 边 无 关 集 。 知 有 某 一 点 
€l, fEJ, MZ v, WJ J. Wa I,U», BH Uve, 可 
扩 性 成 立 。 现 在 假设 ,对 任意 的 e€ I. N, 都 未 被 7, W. H 
此 ， 可 设 被 J. DJ, , 所 覆盖 的 1,40 中 的 点 都 属于 1,。 ABRA 
集 (J,UJ OMI NAJ) 所 构成 的 子 图 ， 因 为 J, 和 Jy 都 是 
图 的 边 元 关 集 ,所 以 此 子 图 必 是 由 某 些 链 和 图 组 成 ,号 在 这 些 链 
和 图 上 ， 它 们 的 边 都 是 交 圭 地 属于 J 各 +。 通常 称 作 关于 J, 
和 Jpn 的 交锋 链 和 交错 圈 。 若 此 于 图 中 ， 有 一 个 这 e È fpi ë 
5 J, 中 的 边 相 关联 ， 即 J。Ue 构成 了 边 无 关 集 , 则 将 tpa 中 
的 被 * 所 覆盖 的 点 ,加 入 证 后 ， 就 可 得 到 一 个 合 尹 十 1 个 后 的 独 
E. TEBEH, FAREA J, a 中 的 边 都 有 J, 中 的 边 与 它 关 
联 。 在 子 图 的 交错 圈 上 , 若 v E11,n， 则 必 有 ze 了,; EPI ESA: 
J, 中 的 按 的 交错 链 上 ， 凡 属于 I, 的 点 也 必 属 于 I, #—WE 
J, 中 的 边 , 男 一 端 是 J. 中 的 边 的 交错 链 上 ， 若 链 的 一 个 端点 属 
于 TANr， 则 此 链 上 属于 I, 的 点 数 也 不 比 赂 于 pn 的 点 数 少 。 
综 上 所 述 ,由 于 Hl > |1,1、 我 们 就 可 推出 ， 子 图 上 必 看 在 一 
交错 链 旺 ,使 得 五 的 一 个 端点 了 属于 Da， 另 一 个 端点 也 不 
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属于 1,， 则 边 无 关 集 《J UHXQC, H) BBB Y AR I, Uc. 
办 此 ,可 扩 性 Gi) 成 立 。 证 毕 。 

令 马 是 有 限 个 元 素 的 集合 ，2 为 如 的 任 一 子 案 锐 ， 集 合 了 一 
{etn tnt 称 为 2 的 部 分 代表 集 , 若 8 中 存在 & 个 瑟 的 子 祭 
CNT ANERE: PY 使 得 eu € 2,( 一 1, k), ENM E Bu E SOS 

< 一 人 1 上 是 2 的 部 分 代表 集 }， 
则 有 

性 质 12 M= (E, 是 一 拟 阵 , 称 为 代表 系 拨 阵 . 

证 朋 ; 令 E= {ers eo ea Q = (go gw 作 二 
部 图 G = (V ,V1 wF: 

V = {ee se gas! 398}s 
U = ([e,qille; € gi, 1 5 í < n,1 1}， 
ME 上 的 对 集 拟 隆 便 是 代表 系 拟 阵 ， 证 毕 。 
对 任意 的 拟 阵 M= (E, Z, EX TE 
F" == [IP FCE, EN" 中 含有 对 的 基 }， 
则 有 

E13 M*— (E,.Z*) 是 一 报 阵 , 称 为 邓 的 对 偶 拟 阵 。 对 
MK S, M* 的 基 称 为 于 的 余 基 , M* 的 图 称 为 M 的 余 图 。 

证 明 : .#7* DREE, Bpa B. || = 
P» Jal 一 请 十 1， 设 ENG 中 含有 加 的 基 By» ENI 中 含有 
MJE Byrn 

情形 1 车 NORU B) p, W e€l n eg OFU B,), 
则 Uee .Z*, 满足 可 扩 性 Cii), 

情形 2 £ 1peA\CRYUB,) 一 这 时 , 必 有 

B MB, UID) = $, 
《因为 不 然 的 话 就 有 Pa UB, SBUB, Bl [Bpl + # + 
1< |B] + p, FE) 任 取 e€ B, NB UID, W 8,Ue 中 
8 648 M BJ 3 + EE, ÆR é é @Ne, HEEB, MH 
B, | B, UAc 是 中 与 IERES. KF, 

IF ITU BD > $, 
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则 出 现 了 情形 1, 着 DP DU 8,) é, WA B, 代替 B,, 重复 
上 述 论 证 。 由 于 B, ACB UIDI > [BAUD AUE 
重复 有 限 步 后 ;就 会 出 现 情形 1， 证 毕 ， 

EMRE M BJ EK PBO r, TEIR M" RARA r*, 则 有 

人 性质 14 对 任意 的 SC E,r*(S)— 13| + #( ENS) — r(B). 

证 明 : 根据 M* 中 秩 的 定义 , 对 尾音 的 SC E,r*(S) 是 由 对 
中 含 $ 的 元 素数 目 最 少 的 基 来 确定 的 。 而 于 中 不 与 3 相交 的 极 大 
独立 集 的 元 素数 目 为 (ENS) 设 含 5 中 元 素数 目 最 少 的 ， 对 的 
2 B, M |B S| = r(E) — (ENS), KiE, 

rt(8) = ISXNB 05) = |s| — |BNS! 
= |S| + r( ENS) 一 z(E). 
证 毕 ， 

下 面 介 绍 拟 阵 中 的 两 种 运算 ;“ 珊 除 ” 和 “收缩 *"。， 对 任意 给 定 
的 氢 阵 M — (E,.Z), W SSE, EXETER 

F’ = (VIPSENS, P € ZY, 

"一 11"GE\M, BE +G" Us) 一 人 + rh, 
NÆRER, M= (ENS, 7) 是 一 个 拟 阵 ， 称 为 删除 5S 后 的 所 
阵 , 记 作 MaS); M” = (ENS,.Z”) 也 是 一 个 拟 降 ， 称 为 收缩 
S 后 的 拟 阵 , 记 作 M.,(5); 且 有 

性 质 15 对 任意 的 报 阵 M = (E, .Z), UEH R J + 
SCE, WE 

(1) M** = M; 

(2) CM SO) = M38); 

(32 (M.,,.KS)2* — MiS). 

证 明 ; CORRERE RREA MI: 

1 是 M** HAr <> E\ 中 公有 M* 的 一 个 基 B*e 
B = (BNB*)> 是 好 的 一 个 基 , 而 1EB, BERA 

1 是 M ** 的 独立 集 < 拓 > 了 是 对 的 独立 党 。 

(2) 对 报 阵 (M a (S) 而 言 ，1*CEE\S) 是 它 的 独立 集 — 
(ENN FAR Malt) BJ— F 3k <> EN * 中 含有 及 的 一 个 
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2, 

FME MaCS) MA, ICES) 是 它 的 独立 集 <> S 中 存 
在 一 个 关于 M* 的 极 大 独立 集 J, Œ IUJ JE M* 的 独立 
集 <> (EN PN 中 含有 对 的 一 个 基 < 所 > EN * 中 舍 有 对 的 一 个 
基 . 由 此 可 知 

1 是 CMam(3))* 的 独立 集 <> r" 是 Ma) 的 独立 集 . 

《3) 由 C2) 可 得 

(MiS = MS) 一 Meuli), 
因此 
(M:,(SD) = (MISII = (M. (S). 
EHE, 

性 质 16 设 多 ”是 对 的 对 偶 拟 阵 M* 的 一 个 图 , 则 对 MM 的 任 
HEF, 8 ENIE = 1, 

证 明 ; BERR, @ n * ae, 则 对 中 有 基 Bp, 使 得 
BC(EN%'*)U e, B (@Ne)SB, Alk, £ B, 而 BERNE", 
矛盾 于 @ * 是 M'AM, wA, 

性 质 17 设 鹤 ”是 的 对 偶 报 降 M* 的 一 个 留 , 则 对 任意 的 
ee € Et, >: e", 必 存在 直 的 一 个 圈 容 ， 使 得 @ r) @'* — (c, 
c}, 

证 明 ; 因为 CEN9'*)U z 中 省 有 MM 的 茶 个 基 B, 而 Ev* 
中 不 合 必 的 基 ， 所 以 e€ B, mE e UB 中 含有 于 的 某 一 个 图 
E. 因为 @% (Y @*Cle, el, 而 ENE" $, 根据 性 质 16， 
即 得 ENE* = {e,r}, ER 

狂 质 18 设 M — (E,Z), M* — (B , Z") 是 一 对 五 为 对 
个 的 氢 阵 , 设 子 集 (el.R,Q R E EEA RE = RUQ0, 
RNO = p). 38 e RERE, R h 33 SE phares , O rh s kak 
色 。 则 或 者 存在 一 个 包含 。 PJPL R SR 6,30 30 M HJ; 或 者 存在 
一 个 包含 的 以 及 红色 元 素 的 M* 的 圈 , 且 两 者 仅 居 其 一 ， 

”证 明 : RAA e 的 以 及 绿 元 素 的 时 的 融和 与 沼 * 的 以 及 红 元 案 
的 M" 的 图 之 交 为 {e}, RREH 16, 这 是 不 可 能 的 ,因此 ， 两 者 
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仅 居 其 一 
# e€ SPCO)， 则 存在 包含 e 的 区 及 绿 元 案 的 对 的 圈 ; 若 
e € SP*CR), 《其 中 SPCR) 表示 对 氢 阵 M* 而 言 的 , R Ha 
集 })， 则 在 在 包含 6 的 以 及 红 元 素 的 M* 的 图 。 若 < é (SP(Q)U 
SP*(R)) 则 有 
r(e UQ) = 1+r(0), z*(e UR) = 1 + r*CR), 
但 是 
r*(eUR)= le UR| + (0) — r*(E) 
— |R| + 1 + r(@) — r(E), 
r*CR) = |R| + reU Q) — (E) 
= |R| +I + r(0) — r(E), 
即 r*(eUR) = r*(R), 55 e é SP'(R> AFĀ. TEE, 


$2 拟 阵 最 优 基 和 最 优 交 


令 M = (E, Z) 是 一 个 拟 阵 ，B = (ee. e, ， 对 应 
FERE- LR c 有 正 数 w, RA e 的 权 ， 对 的 任 一 子 集 
5， 定 义 


wS) = > Wia 
e;€ 8 


称 e(S) 为 3 的 权 。 拟 阵 最 优 基 问题 是 寻求 拟 阵 的 一 个 使 权 达 
到 最 大 值 的 基 , 
互 的 一 个 子 集 3, 若 使 SP(3) 一 S, W Ss 是 氢 阵 的 一 个 闭 
Æ. MERA RARR (Sstt Ék 4 一 (ci 是 
HEA 13;} 的 关联 垂 阵 , 即 
1, eE S;, 
Kam l e; € $, 
令 r= (r(S), 78) rSn) y z= Catta) zi 是 对 
应 于 元 素 eí 的 变量 , 当 x; 一 1 时 ,表示 取 ei 当 x, 一 0 时 ,表示 
不 取 c;。 则 最 优 基 问 题 可 叙述 成 如 下 的 0,1 规划 形式 : 


3 max 5 Wiis 
jl 
满足 > z< r(S, í= 1,22, m 
“C 3; 
z; WoR 1, j=1,2; pn 
写成 矩阵 形式 为 
求 maz{wr| Az S r, xs 为 0,1 疝 最 }， (1) 
其 中 的 向 量 o = (wreg) 
(1) 的 松弛 线性 规划 问题 为 


求 max{wx|Ax < r,z > 0); (2) 
(2) 的 对 偶 线 狂 规 划 问 题 为 
s minlur|s d 2 wn > 0}, (3) 


其 中 的 u= Gast 8.2) t 为 对 应 于 闭 集 5; 的 对 偶 变 重 。 详细 
的 形式 为 
求 min x wr (S), 


WE 3 mwg j= 1,2, n, 
EPA 
m => 0, i= 1,22," m. 
这 里 ,我 们 总 假设 rle) 一 1《 对 所 有 的 e) 
对 问题 (1), 有 一 种 很 好 的 特殊 算法 。 我 们 称 它 为 "一 次 选 定 ” 
1. 
FRI 将 元 素 按 权 由 大 到 小 重新 编号 ， 即 使 其 排列 成 : 
有 1 = su, 2 > * S tp, > Ü, 
步骤 2 Eleg, j=l, 
步骤 3 E GUe)6.Z, W Ue) > 1, 十 1 一 六 # 
UUES, WJ itii, 
Pa # i> 2#*， 则 步骤 终止 3 反之 , 则 转 到 步 双 3。. 
设 应 用 上 述 算法 ,最 后 获得 的 独立 集 为 


I = {es e; a71}e : 
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Wk z* E 1 ORKE, FI 
í » é; € 1, 
0, e I. 
定理 61 z+* RREME R, 30, 1 # 
划 《1) 5684608. BHI EARE, 
证 月 : 令 
I, = {es yeh" ei Ts £= 1,2,-...k, 
$, = SPCL), ¿m= {2tak 
m 为 对 应 于 S, 的 对 侦 变 量 , 它 的 取 值 如 下 : 


L: = Wiz» 


x7 = 


uyt T Wigo, — tk = mi, Wiga 


Hg- EA Miga — Bea HR Wig — Pii 


k 
H = WaT > Hp 一 Wi T Wiig 
PETES) 


1 
m= wi — DY t = tj, — Wi 
knz 


地 一 0， 对 其 余 的 对 偶 变 量 。 


因为 
(UI) é Z = c € SP(1), 
因此 ，E = SPD = 54， 即 了 是 拟 阵 的 基 ， 
因为 对 任意 的 ¿e J， 有 关系 
ei, É Š$; j=l, . £ — 1, 
ej € Sis i= i, R, 
因此 ,对 应 于 zh 12> 0, 有 
ki? i=l 
对 应 于 任意 的 好 一 0《 即 cj 站， 则 必 存 在 基 个 i, 使 得 
Wi Z tpj E Waar Gi € S, Q; < j < la) 
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办 此 


k 
D w, 2 21 s = w Sw 
$s 23; A =i 


所 以 , “是 一 个 对 偶 允 许 解 。 显 热 , +* 是 (2) 的 一 个 允许 解 . 因为 
和 x* 之 问 满 足 “ 松 紧 " 对 偶 关 系 , 根据 定理 1.14, x" 和 w 分 别 是 
《2) 和 C3) 的 最 优 解 ,因此 , x* 也 是 (1) 的 最 优 解 。 证 毕 。 
对 任意 的 LEZ, # “UL 中 包 售 一 个 图 @, 则 记 @ = 
多 (e U). EX 
i EF = ky, 
g*a (I, € Fil wll) m max wT)}, 


定理 6.2 ESY 属于 .外 的 充 要 条 件 为 : 对 任意 的 
efl 藻 oUPE， W 
min{w(e |e € 1,) Z we)., 
者 Ul, € .Z, Mj 
min[e(e)|# € @@° (e UI] = wle), 
和 证明: AS85ERESE ABS, FEMEA. iZ 
y = {ei otis eí] 


I 一 {eistis t tpo i=]; k, 


$; = SPC), r= 1,.-. K, 
Wi 2 Wi 2 e Z= Wip 
I, 的 关联 向 量 为 x*， 


MPSA HR {Stt SeS Sa WA 
maxu l D EZY, 
可 写 为 如 下 的 0, 1 规划 形式 


max fwr È £ = K, > z; =< r(S,), 


i = 1, ` ,m;.x; MOOR 1, 一 1, 0]. C4) 
它 的 松弛 线性 规划 间 题 为 
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Se =k, 2 zi r(S;), £= hly 


imi 


114x fws 


z>0}, (5) 
(s) 的 对 偶 线 性 规划 问题 为 
min [> r(S;)u; + åk > u, + å Wis j = PEZET 7 
{m3 312; 
a> 0, i= 1, n]. (6) 
定义 u” — (afeat) 如 下 : 


s£ = 0, 
uka = Wiga MW — ut 


ua 一 (wxik a 一 Wip) — uja u = Wiga ~ Wiga? 


uf = (w 一 Wi) 一 六 u = wi — Whips 


A=; +£ 


k 
uF = (m; — u) — 21 t, — ti, — ws 
„=D, š = k+l, pm, 
1* = wiy 
下 面 ,我 们 说 明 zn 和 {a*,2*} DEER, B. 
CMER ME HEERA. 
z* 显然 是 问题 (5) 的 允许 解 ， 且 显然 st > 0。 对 任意 的 cps 
有 关系 
artare Yl += art Wijs 


的 3 有 àmi 


对 尾音 的 ofle EAE i, l<i< k, 使 得 af Si, 而 
e; € Sins 则 必 有 ch,& @(Ce;U 1), BERRE, PA wip” 
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wi, AiE, 
1 


Dag taite D, i 2 mi, 


33; Aw;i+1 
对 任意 的 ¿é $5， 则 由 定理 的 假设 ,可 知 e; > 由， 因此 
>: u + A*t — wi Wis 
$e 
所 以 {a*,2*} Æ (6) 的 允许 解 ， 且 与 x* 之 闻 满 足 了 松紧 对 侦 关 
系 ,根据 定理 1.14, 可 知 x* 和 {w*, 1) 分 别 是 45) 和 (6) 的 最 优 
解 。 因 此 zt 也 是 4) 的 最 优 解 。 证 毕 。 

给 定 丙 个 定义 在 同一 有 限 集 合 E = {e,t} 上 的 氢 阵 
Mi= (E, 2,) RL M, = (E, F), 设 后 的 权 为 wml, s 
n), É M 3 M: BRARD IA nx 和 疡 。 ARME 
是 

求 marfwlI) ISE, I€ (.Z,r ).Z,)). 

# M, 和 MM; 的 公共 的 独立 集 ENF, 为 拟 阵 的 安 ， 简 称 为 
3E. 使 wt1) 达到 最 大 值 的 交 , 称 为 最 优 交 ， 使 Il 达到 最 大 入 
的 交 , 称 为 最 大 基数 交 。 设 好 : 的 所 有 的 不 同 闭 集 为 151, 5,,………， 
S.F; 设 对 :的 所 有 不 同 的 闭 集 为 {5 ,52，…' ,Smw}。 则 最 优 交 癌 
题 可 写成 如 下 的 0,1 规划 形式 : 


求 max > tji, (7) 
dimi 

满足 条 和 件 
>; z< r(S;), i= 1,22," m, 《8) 
Et; 
Dra nEs), im 1,2, (9) 
“E3; 
z 2051, j= 1,2,-. n, (10) 

CHEAR HERRE 
* max D) wri an 


im 
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MERE 


>; WE) iw 1,2,-.. m, (125 

gj 6 5¿ 

D s< (8), i= 1,2,-.. ma (13) 

ees; 

x; 2: 0, j= 1,2,32, (14) 
松弛 线性 规划 间 题 的 对 偶 项 划 为 


- 


来。 min [E Gss + $ nise], (15) 
满足 条 件 


> u; + 2; Wi 22 Wis j= 1,2," n. (16) 
#;73 41 Sjen 

xs, 2 0, i= 1,22," ` mt (17) 
” = 0, i= 1.2," m. (18) 


根据 定理 1.14, 松 驰 线 性 规划 和 对 偶 线 性 规划 的 允许 解 ** 和 (w*， 
v*)， 分 别 是 它们 的 最 优 解 的 充 要 条 件 是 
当 对 之 0 B, D + 21 m wi 


#;38; 519 可 


当 好 >0 W, D z = (s); 


ZLEJ 
当 r> 0 Bh, 21 fm rn, 
LLA 
记 
>: u? = Wis > st = wy, iml,’ 


CFE? Fhe 
u L 


“Ú 
W = , P Wis 
wt wy 
w 
< š 
wP =a , “ D 
Wi + tei 


则 松弛 线性 规划 问题 和 它 的 对 偶 线 性 规划 问题 的 允许 乱 ** 和 


s 347 s 


《ua，%)， 分 别 是 它们 的 最 忧 解 的 充 要 条 件 是 : 
(i) 料 和 加 分 别 是 下 述 酚 个 互 为 对 侦 的 线性 规则 问题 的 最 
WR: 
maz 位 wi |> z = r (S, i= 1," 


L 


x; 2 Ü, jain, 


min {È ZODI u w, jm lten 


EERE 
Hi = 0, i k hets m). 


GD x* 和 wv* AME FEARTEN 
优 解 : 
max 伍 uPal E Ki fA i= kyr my 
,=1 ejes, 


z > 0, j= L... 


min {$> nsn] Z; n> wp jo lye sn, 


Sej 
r = Ü, i=l, 2pm, 


求 最 网 交 的 计算 过 程 , 就 是 将 wi 适当 地 分 解 为 w 久 和 wP 两 部 
分 ,使 得 对 权 函 数 为 (wP) 的 的 最 优 独立 集 与 权 函 数 为 {w 人 
的 M, HARARE. 

定义 

Zi, = (lli e Z, IEG Il = Y= Zin i 
性 质 1 设 {w3} 和 Uo) 是 了 上 两 个 权 函 数 ， 
wP A oD =a wj jml, 

EBRED IES, CRE SIEA T w 中 的 最 优 独 这 
集 ,也 是 Si 上 关于 o” 的 最 优 独立 集 , 则 Tr 是 Z, HRT e WD 
最 优 交 ， 
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证 明 : 因为 对 任何 的 Te .Z1,, A 
wI) 一 wD + wI E wI + wP) = ol), 
证 毕 。 

性 质 2 IHU M — (E,.Z), URRAK o, W r Kk Z$ 
中 的 一 个 最 优 独立 集 ， 设 {ens erb enert ole ey 是 ? 
对 不 同 的 元 索 ，ei 61, e €I, Q m l,e), HERRER 
G). (ii), Gii); 

G) UIE 2, H eE CUIGE l - D); 

Gi) Wi ™ wj, Ch = |, s$); 

Gi) # 1—<5, wy ™ w, 则 en EE Len UD, 

则 P Ceen DU ierte) 也 是 Ft eR 
独立 集 。 

证 明 : 由 条 件 CD, 显然 eUe wU), E riek 下 
面 ,我 们 对 * 用 数学 归纳 法 证 明 P e Zk, 当 # 一 人 0 或 1 时 ,命题 
显然 成 立 。 假 没命 题 在 小 于 + 时 都 成 立 ， 

设 oj 是 使 向 量 Cond) Æ Goúil),Gor, 2). (1 8) HE 
ZARRA, HAIE t 中 的 最 优 独 立 集 ， 所 以 洁 有 某 个 
ep hAl, 使 得 ECUN, MWYA won 之 wis 一 wi 又 
因为 (wgl) wih) 所 以 必须 wy m wgs tak, 期 就 与 条 
件 GD 相 矛 盾 ， 因 此 ,对 任何 kel, 必 有 et #(e,U I), 证 
六 一 人 LUenDNer 则 显然 "6 V1， 且 是 Yt 中 的 最 优 独 立 集 ， 
因为 qe(e U I) ERU), Cakl), M, 对 于 
I” G 一 DARRER: {e enpera hatina in" 
(enei) DALEE h BJ 88 EE OGG), 应 用 归纳 假设 ， 
P= (Me, e ena tiat t DU {een enc) = GN 
{es . aeh U {err "°. sêt 是 st hhe yr 9. 证 
H, 

下 面 我 们 介绍 求 最 优 交 的 算法 的 思路 。 在 计算 开始 时 ， 取 

k = 0, st = 0, U gy I* = $, 8 W E gt, wP, 

I* € h, 使 得 otw? = w, PRE .人 中 关于 wm 的 最 
» 249 < 


忧 狸 立 集 ， 也 是 .4 中 关于 v” hiir, AE, 1* 是 .GZ 
中 关于 w 的 最 忧 交 。 我 们 希望 由 此 能 构成 wO, wh, Iresi", 
使 得 win o 一 w, J 既是 Yt! 中 关于 ww 的 最 优 独 立 集 ， 
也 是 7i 中 关于 ° 的 最 优 独 立 集 。 AE I Eih k 
于 ww 的 最 优 交 . 

设 

m = mar{w Pl eE aUI EZ}, im 1,2, 

X; = {eile tI GUIE w = mY, i= 1,2, 
对 应 于 w, wP, 1* € .zf 作 一 个 畏 动 的 定向 图 G = (E ,U): 

G) # agi", GUIES 设 ELi" 是 e U I* # 
MM, 中 所 形成 的 图 , 若 有 e, € @@ (e; UI), wP = w, hj, WI 
(e;e,) € U, 

Gü 车 Gel", UT， W EaU) 是 aUI 
在 M, RPF JER 098 ,车 有 e, € @,.Ke;U15), wP = w, b 5 ;, 
则 (ez) € U, 

情形 1 车 存在 从 X, 中 点 连 到 X, 中 点 的 (定向 的 ) 路 , 设 妃 是 
其 中 的 一 条 最 短 (所 经 过 的 狐 数 最 少 ) 路 。 让 五 也 表示 它 记 包含 的 
点 的 集合 。 取 


T= (CRUHNMINE), (19) 
WB o”, wW = w, (20) 
WA FRÉIEN 3 和 性 质 4: 


性 质 3 由 (19),(《20) 所 定义 的 I, w, 009， 满足 性 质 1 中 ， 
对 应 于 & 十 1 时 的 条 件 ， 因此, Y* E. .Yt 中 关于 多 的 最 优 交 。 

JERA: ERE H A {eroy er Etn T ,其 中 e, é 1° 
e EI， 因为 e € X,, 所 以 B = I*U e € Zt, 对 任意 的 
sf B, # aUI, R] Bey B) = (e UI), rH I" 
是 F247; 中 关于 ww 的 最 优 交 ， 所 以 对 任意 的 e€ qr,Ç(e U B) 必 有 
wP 2 wP, XE W BJ e€ B, # as UI*6€ Z, 则 必 有 = > 
m 一 wi 2 wn 《对 尾音 的 of)。 因 此 ,对 拟 阵 M, 和 权 函 数 
wImME B E. JF 中 的 最 优 独 立 集 ， 由 于 妞 是 一 条 从 到 由 的 
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点 连 到 X, ri BJ S E a (MARED). ARER, W 
Mau”, 和 B € gj meyi 
{ers 人 CUM) 
满足 性 质 2 中 的 条 件 G) Gi), ciii), 因此 
I* = (BU {es ts DMa re m UFU HNU*NH) 
是 Zi 中 关于 v” 的 最 优 独 立 集 。 

F-J 8, E e, € X, 所 以 B'= Ute Ein 对 
任意 的 e € B', E e; U I" g .Z,, M| @,Ce;U B') s= q Ce; U I"), 
由 于 I* 的 最 优 性 ,得 

wP a wP, HER eE @'(e;U B). 
若 sUr*6€.Z,, MAHER e€ 1*, Z 
wj =m“ wp = wn, 
即 对 任意 的 e€ B, MERRI eí ff B', 而 使 GUIES WA 
w wP, Al, 对 M, f e 而 言 ， B 是 Sri 中 的 最 优 独 立 
E. 根据 图 G = (E,U) 的 作法 ,以 及 五 是 条 最 短路 ,容易 证 明 ， 
对 Mnet, RB EZE 而 言 , 序 列 
{esns tit} , {eias eL T s. sieti} 
请 足 性 质 2 rH RSS G), Gi) Gii), 因此 
T* = (B'U le; ens s Ci ND sensat) 
E SE 中 关于 o 的 最 优 独 立案 ， 证 毕 ， 
性 质 4 由 (C19) 所 定义 的 7*, 满足 
wT) 一 wU") = m + nn, 

证 明 ; wt) 一 wU) = WTE + wT — wU) 
wI) 一 Lo OEY -一 wI H w 一 o@ (31 = 
m, 十 m, 

情形 2 ”车 不 看 在 从 X, 中 点 走 到 X, 中 点 的 (定向 的 ) 路 ， 则 
让 了 表示 定向 图 G 中 ,所 有 能 从 X, 中 点 出 发 ， 沿 定向 路 走 到 的 点 
的 集合 。 记 R = EN\T。 定义 

8, = 各 infzo 全 一 wP le € TM a EINT, EB (e; U 121, 
8, = min{m, — w| e € TNI*,e UUI € Fe É Xh 
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8, = min{w wA |e € T YI”, ETUI e, € ey 1*)), 
页 = miním,;— wP € T UI*,e; U I* € .Z,,e; f X,Y 
CHT a 的 定义 域 是 空 集 时 , 取 6, 一 +co), 
8 = min{B,, 86 6,}. 
Æ 5 一 十 co 则 算法 终止 ,相反 , 取 


I* = 1*, (21) 
—D m wt, 3 €T, 
? le, E e € R, (22) 
0 a wP — i, Ë GET, 
wi le, # GER, (23) 
HA TERJE 5, 性 质 6 和 性 质 7: 
性 质 5 >o, 


证 明 : 当 e, € @,(e;U1*), GEINT, e€ TN * 时 ， 必 有 
wP > oP (G| A (eu) € U, e € T, B FA), 因此 ， 
8,2> 0; 4 e € TN *, e UI* € .Z,, e € X, hl, 必 有 wP < m, 
《根据 mw; 的 定义 ), AE a, 2> 0; 当 e €TUIs, GETA", 
e; € Ee I) 时 ， 必 有 wP > wP (E 则 就 有 (ee EU, 
GET, BAFTA) Al 8> 0; 3 e €TUIS, UI" € Z, 
ei £ X, 时 ， 必 有 uP < m, GE mw 的 定义 )， 因 此 ó, > 0, YE 
H, 

性 质 §6 5 8= +o BF, [I*| = mazi [I] H E ZNA} 
由 此 可 知 , 1* 便 是 最 优 交 ， 

证 明 : H 3, — oo, $ es €$ I*UÚUT, WEA se;UT* € .Z,, 
BH e € SP,CI*). (其 中 SP,(S) 表示 5 在 氢 阵 M, 中 的 支撑 集 . 
类似 地 ，5P,(5》 表示 3 在 M PRR) H am to, A 
e | € (TNI*) 则 必 有 GUIE, E e; € SP CIS), E ó, = +oeo, 
E sç 《TMI*)， 则 对 任意 的 e EFU, GA ee T, BD 
er€ SP UAT). E 8 = +o, # eiETNI*, 则 对 任意 的 
e É 1*, B. EaU) >e, 必 有 e€ T. VE 

1 I* YT, R = INR = PMA, 
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考察 任意 的 ugl”, 
假如 ej ET 过 ESPAC*) CH 8,— +0) 
s> e SP (IP) (Ha ô = +o), 
假如 e fT => s €SP,GI*) (H ó, = +o) 
= e€ SP,(ID (H 8 = +o), 
因此 可 得 
sp (ID USP CIE) = E. (24) 

另 一 方面 ,对 五 的 任意 一 对 子 集 E 和 E., 车 使 E,U E, = E, 
MIER E, 和 E, 是 瑟 的 一 个 子 集 覆 闭 ( 简 称 蛋 盖 ), 记 作 * 一 {BB]， 
IMPE M, = (E, 2) 和 M:i m (E ,.Z y, ELW s 的 秩 r(s) 
25: 

r(e) = r(E,,E;) = r (EO) + nE). 
对 任意 的 交 Ié .Ys UREE e 一 {EE} 显然 有 关系 
民间 有 | rE), HAED < r,(E.), 
因此 
J| < r (EO) + rE) = rle). 
因为 E? = SPF), EJ = SPCR) WETA CA (24225, 
H ë 
r (EY) + rE = H] + li] = 11*], 
故 
[I*[ = maz{ |T {|I € ZNZ} 
r(ET, EF) = mia{r(e)| 对 所 有 的 覆盖 8}. 
证 毕 . 
人 性质 7 由 (21),C22),(23) 所 定义 的 T*, 05, wo 满足 性 质 
1 中 ， 对 应 于 大村 的 条 件 。 即 1* 既是 .Yt 上 关于 v” 的 最 优 独 
立 集 ,也 是 S} 上 关于 zo 的 最 优 独立 集 ， 

W: 368826 8 ej e It, e€ I*, e€ @(Ke;U1*), 假如 
m? < mi, WA o 2 oP, A e€ T, e €T, BH ii 一 
wP, Si) = wP tH’, BE š < 8, =< u?) 一 ww 所 以 

WP WD WD f — š > 0, 
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HHFA., WEA wP > wp, 
BBLR ee I", e€ 1", a UI*t6e Z. Bin wP < x, 
HIH wP 22 622, 可知 wj € T e é T, BD 
mi) = wut, W = D + 6, 
但 是 wP dm, 8=< 8,< m — mi), A 
wY ZZ m, wP + ó = mi, 
EHTA. MUA PPS wP, 
HELE agilt € IS. € gaU, Ein <, 
则 由 wP wP uj e€ T, e fT, BH 
DA= wP, BH — t — 8, 
但 是 5<3,< o 一 wj， 故 有 
gi — gf = w — a — of > 0, 
HATE, ALDE wP > wn, 

考虑 元 素 agl", s€ I*, aUIt6 Z, Rin wP < mi. 

则 由 w > w, HN e € T, e É T, BH 

DP = wf, D = wP — 8, 
ME, m; < wP, ë < 8, < m, — mi, 即 wh? + š < m 因此 ， 
m + 8 = wP > s >> iË + 8 = Z) + 8, BATE. Aiki 
有 G > 53。 根据 本 节 中 的 定理 6.2 命题 即 可 得 证 。 EE. 

最 优 交 程序 : 

PRI É ww 一 0, wD 一 ww I* = $, 

3932 构造 辅助 定向 图 G. 并 确定 对 应 的 点 集 X, 和 XX。 

步骤 3 FRM XK PAE X PADRA) 的 定 
向 路 如。 假如 这 样 的 路 五 不 存在 , WJSG 22 5; TURDM 4。 

PA (IUH)XISAH)— 1， 然后 转 到 步 又 2, 

步 对 5 设 工 是 能 从 X 中 点 沿 定 向 略 走 到 的 点 的 集合 《 包 食 
点 集 X). WE dpn 以 及 人 3 3 一 十 oo WREE, 
我 们 已 求 得 了 最 优 交 ; 若 ?< 十 co， 则 

wP 8— 9 354 e € T FF, 
t — Bw 当 e; € T 时 
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RESHMA 2, 

每 执行 一 次 步 节 4, 1* 中 元 案 增加 一 个 ; 每 执行 一 次 步骤 5， 
根 如 不 终止 , 则 对 修改 后 的 Zt. çO 而 言 ， 对 应 的 辅助 定向 图 G 
中 ,或 者 出 现 了 所 需要 的 定向 路 豆 ， 从 而 转 到 步骤 4; 或 者 得 到 了 
相应 的 集合 : X. Xa m. m, T. HE p”, w” 的 定义 《22) 和 
(23), 以 及 56 的 取 靶 ,容易 证 明 以 下 的 事实 : 设 对 应 于 ww 中 的 
REA: X,,X,,m.nm T, 则 在 修改 后 有 关系 : 2X, Gmel, 
2),T 二 了 TT， 因此， 步骤 5 最 多 连续 执行 |E | 次 后 ， 必 将 转 到 步 皮 
REER 4 一 十。 因而 上 述 计 算 程 序 最 多 循环 | E|: W. 

综 上 记述, 我 们 可 得 如 下 的 基本 定理 ， 

定理 6.3 上述 的 最 优 交 计算 程序 , 必 能 在 有 限 步 内 求 得 拟 阵 
的 最 优 交 ， 
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在 上 一 节 中 ,我 们 已 经 看 到 ， 求 拟 阵 景 优 基 和 最 优 交 的 算法 ， 
实际 上 也 求 出 了 下 述 线性 规划 问题 的 基本 景 优 解 。 


A 
max wz = > iNi sy 
imi 


满足 (5) = 25 y (S), SCE, (25) 
s;€ $ 


£ 2 0, (26) 


“ 
max x= >) Wifia 
FE] 


满足 xC3) = > z < r.C3), SC E, 《277 
“€s 

z(Š) 一 > zi =< rS), SSE, (28) 
€ $ 


z 2: 0, (29) 


055 。 


利用 日 标 函 数 的 任意 性 ,已 经 可 以 说 明 , 氢 阵 多 面体 《25),《26) 和 
拟 阵 交 多 面体 C27),C28),529) 的 所 有 项 点 ,都 是 91 向 量 ， 然 而 ， 
为 了 使 读者 能 深入 了 解 秩 函数 的 次 模 性 的 意义 ,这 里 ,我 们 对 拟 降 
多 面体 和 氢 阵 交 多 面体 的 顶点 的 整数 性 ， 另 给 一 个 直接 的 证 明 ， 

两 个 子 集 SAS, 若 使 

S, 15.2 6, SNS = $, SAS E $, 

别称 S, 和 5 是 相互 交叉 的 ， 

设 M = (E ,.Z) 是 一 个 拟 阵 ，r《5) 是 对 的 秩 函 数 ， 假设 
r(e) = 1, (对 所 有 的 元 素 e € E). 

性 质 1 对 任意 的 两 信 相 互 交 叉 的 子 集 训 和 SSE, FAR 
条 件 (25),(26), 有 一 个 允许 解 x, 使 得 满足 

z( $) = rS) SCS = r CS 
则 * 也 必 满 足 
x MNS) rA S), z(S,U S, ~ reS US), 

证 明 : HEERE (S) ARIE, R z E: (25).C26) 的 

允许 解 ,可 得 
x($) + z(5,) m ESD + rC 2 rN SD + res US) 
> x($,f18,) + z($,U$;) — #5) + x($;), 
因此 
#5 NS) m r(A SY, USD = rUs 

定理 6.4 拟 阵 多 面体 (25),(26) 的 所 有 顶点 都 是 0,1 向量. 

证 明 : 设 z* Ro (25), (26) 的 这 样 一 个 项 点 ， 它 是 在 顶点 由 
间 , 使 所 含 的 非 整数 分 量 数目 最 多 的 一 个 ， 假 如 x* 的 分 量 都 是 整 
数 , 那 末 命 题 得 证 、 相 反 , 设 山 去 使 F= 1 或 0 的 元 素 后 的 拟 踪 
为 M 一 《五 ,.Z)， 秩 函数 为 ?+(S)， 设 出 去 这 些 分 量 后 ,x* 变 为 
xz*。 则 容易 看 出 , #* 也 是 删 去 后 的 氢 阵 多 面体 (五 ): 

{Fiz 2 0, z(S)= r#(S), SCE} 
的 项 点 。 设 
13 | = min{ [S] [$€ E, TICS} = FCS)}, 

MAHER SCE, 
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z*(8) = FCS), S.S, ES 

(X 0915, shay SNS = (S, YS), 15, Sl < i51). 
此 时 , $S, H2/b TI G. 【不 然 的 话 , #* 中 就 有 分 E 221). 
RATT, ee ES, Ere 如 下 : 

zmz te, erime, HAR # = zh, 

zr = zi s, py = zk 6, RRI =; = =P, 
则 容易 证 明 ,只 要 s E-i Eh ABDIEBk, z mr 都 是 (F> 的 多 
许 解 ， 但 是 


z* 一 ix + z”, Z = z”. 


这 就 与 让 是 (E 的 顶点 相 巴 盾 。 证 毕 ， 

W M,= (E, J), Mi (E, .Z;) 是 两 个 不 同 的 拟 阵 。 
r (S), r (5) Ék M, 和 M, UHAR. 

定理 6.5 ” 拟 阵 交 多 面体 《了 了 7; 

{rlz 20, z(8) < rS), lS) < rd SGE} 
的 所 有 顶点 都 是 0,1 向 量 ， 

证 明 ; Vk s k (FF) 的 任意 的 一 个 顶点 ， 不 妨 可 设 ,* 的 非 
SYED s... ,4。 则 在 由 子 集 5 记 确 定 的 不 等 式 约 束 条 件 中 ， 
至 少 有 大 个 ( 互 不 相关 的 ?条件 ， 使 上 满足 成 等 式 ， 我 们 选 出 这 样 
的 不 个 约束 条 件 , 它 要 求 

G) 使 # 部 满足 成 等 式 ; 

Gi) EWE GD 的 前 握 下 ， 使 天 个 条 件 记 对 应 的 下 个 子 集 S, 
中 ,所 合 的 元 素数 自 的 平方 和 ( 即 5215.1) 最 大 ， 

不 妨 可 设 ,所 选 出 的 个 条 件 为 。 “ 

#5) < (S), r =1,2,-..,p, 
CSS r (S) £= pA Lp + 2,- K. 
根据 要 求 Gi), ROTIA, FÆR (S.S... ,5,} 必 互 不 交叉 ， 

事实 上 , 若 其 中 有 S 和 5; 相互 交 灵 , 则 由 r CS) 的 次 模 性 ,我 

们 若 用 关于 (S157) 以 及 SUSY 的 两 个 约束 条 件 来 替换 关于 
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5 以 及 5 的 两 个 约束 条 件 后 , 仍 能 满足 要 求 (i)， 但 是 ,由 于 
ISP 5]? < [SN Si SUS 
这 航 矛 慎 于 选择 的 要 求 (ii) 
因为 TS ssp} HAZ WHEA 
a(S) = rS), imp 

只 要 适当 地 更 换 变 量 各 方程 的 序号 ， 就 可 排列 成 如 下 的 等 价 形式 
Aí =b, Hh 

s = (z, "°. 2427, 

b' = Crs), e t (S,2))7, 


1.. 1 
1--.1-..1 
l ....,。v， 1 
1--- 1 
£= 1-.. {Í 
| s.a... 1 
l-I 
lel'e 
1 .vv ] 


从 4' = ' 出 发 ,再 经 过 适当 地 初等 变换 后 ,就 很 容易 化 成 
如 下 的 等 价 形式 A 一 如， 其 中 的 后 和 4, 呈 如 下 形式 
b, 一 Chr’ o 55, 37, 所 有 的 bu 都 是 整数 ， 


L... 1 
| 1... 1 | 
EEEE) 


这 时 ,每 个 变量 最 多 只 出 现在 一 个 方程 中 ， 
完全 相 类 侯 地 ,可 以 证 明 , 方 程 组 
SCS) 一 rs i= p+ 1... k, 
能 化 成 如 下 的 等 价 形式 Az 一 加， 其 中 的 六 是 一 个 整数 向 县 ， 
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4 中 的 每 一 列 ,最 多 有 一 个 1, 其 他 的 数 都 为 0。 
因此 ,方程 组 
z($) = r($), ¿= TEREE Ps 
a(S) 一 CS), i= pr, k, 
可 以 等 价 地 化 为 


Ax = b, 
a= (a) 
因为 .4 的 每 一 列 至 多 包 侣 两 个 !， 当 含有 两 个 1 时 ， 一 个 属于 前 
交行 , 另 一 个 必 属 于 后 下 一 了 少 行 , 故 4 可 以 看 作 是 某 个 二 部 图 的 点 
边关 联 矩 阵 的 子 托 阵 。 田 4 的 全 单位 横 性 ,以 及 必 是 多 面体 
人 4 于 
的 一 个 顶点 ,就 可 知 2 必 蚌 整数 向 量 ， 因 此 ,也 必 是 整数 向 量 ， 
WEHE. 


S4 练 3 BE 


1. 设 M = (E, 9) E— WE, 4 和 B 蚌 M 的 任意 两 个 基 . 
求证 : 存在 4 和 了 中 元 素 的 一 个 适当 的 排列 
A= {anma} 
B = (bab; 5.1; 
EBNER Sicr, a> b. kj, 


C8BU(a DNI 
EMAI. 


2.1 E |= [esent sat» wle = 0) 表示 元 素 e; 的 权 . 
HERTE SC E, E 
ws) = D) wle). 


ses 
E FÉJ— F 83 S, 若 满 足 遗 传 性 : 
IEF, VSI= l'EF, 
则 称 s Eerik. ARRERA, 使 权 和 最 
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大 的 独立 集 1"; 
sm (I*5 = max{w (tI)lTe A} 
称 为 最 优 独立 集 。 很 多 组 合 基 优化 疝 题 都 可 形成 为 求 最 优 狸 立 党 
的 问题 ， 十 述 算法 通常 称 为 “ 俩 堵 ”(kGreedy) 算法 : 
1° 将 元 素 按 权 由 大 到 小 排 好 : 
(e) Z wle) 2 I we). 
2° jk t= 2, í = 1, 
3° # i> m, WHEKE. 
# i= m, WETIRE 4°, 
4” 车 J*U{et} 《 Z, WE 
I*a"; i+ 1—:, 
AB455298 3°. 3 ISUle) Z, WE 
1 十 1 一 1 
然后 转 间 步 台 3”. 

试 证 下 述 的 重要 定理 (Rado, Edmonds); 

一 个 独立 繁 .Z 构成 氢 阵 的 独立 个 竹 《 即 同时 也 满足 氛 降 的 
第 二 条 公理 : “AFE BRARED: HERRER w, ñ 
歼 算 尘 都 能 求 得 最 优 独 立 集 ， 

3. 设 G = [V ,E] 是 一 个 连通 图 . X= {v, OREERT 是 
G 的 一 个 极 大 的 点 无 关 党 。ci(1 < < k) 是 给 定 的 正 整数 。 定 
文 独立 位 : 

S = {S|SGE, FH [V,s] K&M, 
(SND SE n Sik), 
其 中 so) 表示 关联 于 n HARRA. EH Z 是 属于 两 个 特殊 
拟 阵 的 安 负 . 

4, 设 G = [IV,E] 是 一 个 连通 图 ,wo 是 两 个 特定 的 点 , 定 
aE: 

F m {[S|SCE, FE [V,S] 或 者 不 名 图 ， 
或 者 包含 一 个 通过 的 的 圈 }. 
试 证 : .x ERTA RARR. 
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第 七 章 ”集合 分 解 与 覆盖 问题 


S1 基本 概念 


设 1~ (1,2,-- m) JR— 6 R 3638 nt e, ë F — (F,, 
Fat F.) EIEE TEE. PU F SE INTE, j J 一 
{1,2,° °° nh. 了 的 一 个 子 集 7*， 车 满足 

UJ F; -f 
je Jt 
则 称 下 是 了 的 一 个 覆盖 ; 若 满 足 
F ñ F, "h, 对 所 有 的 bL k € Jt j= É, 
则 称 几 是 王 的 一 个 无 关子 往 ; 若 满足 
U Fi =I, FNF~ @, j k, j, kE", 


iejo 
则 称 J* E: r Aea 
1, ETR i€ Fp 
“a = Do; EAR 8 F, 
HALTER FRKE, 
设 Ci 是 子 集 Pi 的 价格 (或 称 权 )。 对 7 的 任意 于 集 Jt, 定义 
J* 的 价格 为 
>C, 
jeja 
下 面 三 个 问题 是 基本 的 整数 规划 问题 。 
Mama (COP); 


s 
min x = > Citij» 
i=l 
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满足 


4 
D ajni, i=l, tm, 


imi 
好 取 0 或 1， j= 1, n, 
写成 矩阵 形 巷 为 
min{Cx|Ax > 1, x 22 0,1 181, 
其 中 
C = (CC) > 0, 
l= (1, 17, 
z = (z: "s x,)", 
1, JEJ", 
si” L: j", 
分 解 问题 《DPP); 
min{Cz| Ar 一 1, x 为 0,1 向 景 }， 
TATAR (PP): 
maz{Crl dr <l, x 为 0,1 向 量 }。 
我 们 己 经 看 到 ,图 和 网 络 中 的 很 多 极 值 问题 ,都 可 归结 成 上 述 0， 1 
规划 问题 。 也 有 很 多 实际 问题 可 以 归结 成 上 述 形式 的 规划 问题 
例如 ;让 IT 一 (1,2,.-. my 表示 某 天 运输 任务 的 集合 ， F CI 
表示 任务 的 某 种 搭配 方式 , 它 组 合成 一 个 合宜 的 循环 运输 路 线 , 适 
合 于 一 辆 汽车 去 完成 ,而 表示 所 有 合宜 的 措 配 方式 的 集合 ， 设 
C 是 循环 运输 路 线 Ff 上空 驶 的 总 里 程 。 则 此 运输 任务 的 分 配 疗 
题 ,就 可 归结 为 集合 分 解 问题 ， 
又 例如 , 设 了 是 材料 的 集合 , 7 是 商品 的 种 类 ,Fj 表示 制作 商 
品 了 时 所 必需 的 材料 子 集合 (假设 一 种 材料 只 能 用 在 一 种 商品 上 ， 
不 能 分 开 使 用 )。 GATAR j 的 价格 ， 则 此 生产 计划 问题 可 以 
归结 为 无 关子 灸 问题 。 
定理 7.1 设 A= (aá) Emir n 9108 0, 1 矩阵 ,车 有 两 个 
n 维 的 0,1 向 量 zz, 使 得 
rl, Az = 1, i= 1,2, 
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则 4 是 全 单位 模 矩 阵 ， 
证 明 : A% rji RoR, H. 
st t n E 一 1 0 
划 可 将 4 的 列 指标 分 解 成 两 部 分 : 5, 和 5， 
S= {i 1}, S, = {ilj 1}, 


因为 
Azi= 1, i= 1,2, 
所 以 
Loar L AN 
A(ls +Ñ) 1, 
即 
Alr'i -+ zt) = Al = 21, 
因此 ,有 关系 式 


. 
> apm 2, i= L... m. 
j= 


故 4 中 每 一 行 有 恰 仅 有 两 个 1, 一 个 属于 5, 的 列 中 , 男 一 个 1 处 
于 5 中 的 列 。 因此 47 可 以 看 作 某 二 部 图 G 的 点 边关 联 和 矩阵， 故 
A 是 全 单位 宰 插 阵 ,因而 4 也 了 是 全 单位 楼 矩阵 、 证 毕 。 
定理 7.2 设 A= (aa) Emtia ARo, 1 和 矩阵， 若 有 两 个 
s AR OL 向 量 z, 使 得 
Ax 1, i — 1,2, 
z) = zi, l< ;j< < n, 
x si 1, K+ 15 j SS s, 
则 多 面体 
P = (x| Ax = 1, yer (1<i= ky; 0 =< + <1) 
的 所 有 顶点 ,都 是 0:1 解 
WH: Wk 4 一 (P. Pas Pyar tt" Pade 设 


1 
> jP; = ë 


{m1 
设 在 Az = 1 中 ,去 掉 使 的 分 量 为 1 的 行 , UAAR k AA, 
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z% Az = 1, 其 中 的 Fa ETETE ,xs)7。 BF 
gt = (shut 81)" 
和 x<' = (sia s. 1127 都 是 条 件 和 一 的 0,1 解 ， 旦 满足 
唱 十 吾 一 1， 根 据 定 理 7.1， 可 知 志 是 全 单位 模 的 ,因此 , 多 面体 
了 的 所 有 顶点 都 是 0,t 解 ， 证 毕 ， 
考虑 集合 分 解 问题 
miní(Cz| Ae = 1, x 20,153). 
设 刀 是 它 的 任何 一 个 允许 解 ,sg* 是 它 唯 一 的 最 优 解 ， 记 
P ~ (z| Ax = 1, x 2 0). 
定理 7.3 存在 多 面体 了 的 项 点 序列 
EE =a att = z", 
使得 
《1》 序 有 的 z! RE 0,1 IE, 
(2) xz! ba xt E P LER z 5 zt ARAA EER 
FAD, 
(3) Cl Cr, ilk 1, 
证 明 : 着 = + z? 一 1， 7 一 1， 2,-** sky 则 出 定理 7.1 可 知 
4 是 全 单位 模 先 降 , 巨 的 所 有 顶点 都 是 0,1 向 量 ， 应 用 单纯 形 方 
法 到 线性 规划 问题 : 
min(Cx[z €P}, 
假如 我 们 以 中 为 初始 的 顶点 , 那 来 , 当 终 业 于 最 优 解 科 时 ,根据 
单纯 形 程序 的 计算 过 程 , 便 可 得 到 满足 《41),《2),(3) 的 顶点 序列 。 
现在 ,不妨 假设 
zi > zt, 了 一 1， 
ritti, jmke, 
REZE 7.2, 我 们 只 要 对 子 问 题 : 
min Cx, 
满足 4z 一 1， 
zi = xb j” 1... Kk, 


L SS 


“264 + 


应 用 单 强 形 方法 ， 局 桩 也 可 得 到 一 个 满足 (1),C2),(3) 的 顶点 序 
列 ， 证 毕 。 
对 给 定 的 w 行 #* 列 的 0,1 矩阵 4 一 (PP YE X ABS 
交 图 GLA) = [V,E] 如 下 : 
V m {1,2, nb, 


B= {tiiIlPIP; ~ 31 ayau > 11, 
kmi 
证 47 ARZE GLAI 的 虚 边 关联 矩阵 ( 即 有 的 列 对 应 于 GLA] 
的 点 , 所 的 行 对 应 于 GIA 的 边 )。 记 
P = {x| dz 51, z E: 0,1 AE}, 
P = {r Az < 1，,* 是 0,1 HÆ}, 
WARIH, P = P. 
FE GIA) 中 的 一 个 团 天， 著 对 任 审 的 e€ (VAK), 都 使 
vUK 不 是 GIA] HHA WKE GL4] 的 一 个 极 大 团 。 
定理 7.4 TERAH H; 
xi 多 1， 对 某 一 给 定 的 天 CT 
¿ú É 


EE 《P》 的 一 个 边界 面 的 充 要 条 件 为 : KJE GIA] 的 一 个 极 大 
Bi, 
证 明 : 设 天 是 GLA1 的 一 个 级 大 团 。 则 显然 条 件 九 是 《P)。 


z€ (P)° > 51 z; < 1. 


f ex 
HY KERKE, MARERA z K, UART i e 天， 使 得 
[ig] € E, (BH PIP, 一 0) 记 
CAR idn 维 的 单位 向 量 ， 
r=, HRAD IEK, 
z! = et + e's， 对 所 有 的 z é K, 
划 容 易 姥 出 
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Jir], h=1,`"" fn, 


jez 
ate PC(P)D2, h== 1,- . . n, 
(z, z") 构成 一 线性 无 关 的 内 其 组 ， 
因此 ,条 件 与 是 《P) 的 一 个 边界 面 。 
RHE (P) 的 一 个 边界 面 ， 则 显然 且 必 是 G[4] 的 一 个 
Hl, ER K AAE G[A1 的 极 大 团 。 则 必 存 在 某 i 4 天, 使 得 
KU 人 i 是 GL4] 的 团 因此 有 关系 : 
z € (P>2 => >; x; < L, 
ie RUT? 
因为 条 件 互 是 《BR) 的 一 个 边界 面 , 所 以 必 丰 在 线性 无 关 的 向 量 
组 drre"), 使 得 
xtE CP)S, 天王 下 ,2 
Sirte, k=1,2,:.. n, 
iex 


>; x < L, £= 1,2,-" 385 


huh 
由 此 可 知 
st = 0, k= 1,2,-.. m, 
则 {rts a") 实际 上 是 # — 1 维 空间 中 的 # 个 向 量 , 故 必 线 
性 相关 , 矛盾， 证 毕 。 
无 关子 簇 问 题 , 增 加 松弛 变量 后 ,就 可 化 为 分 解 问题 。 而 分 解 
问题 (DPP), 4 C > 0 时 ,可 等 价 地 化 成 如 下 的 覆盖 问题 : 
min = 《Ci + Lt); 


fel 


MJE 
D tity =l, i= 1,2,1", 
i=i 

MAR x 2 0 或 1, 其 中 


am Pap L= >; Ci + 1, 
imi 


imi 


= 266 > 


事实 上 , 设 ** 是 分 解 问题 的 任 一 允许 解 ,4 RRA B 
不 是 分 解 问题 的 允许 解 ， 即 
Ax* = 1 ; A 之 1, 


=li 
则 显然 有 关系 
5 (C; + Lje? _ 5 Cix? + Lm < L(m +1), 
imi 


{m1 


Dahl, I<i< n) #, 
j=m1 


但 是 
> (G; + Lu) = > C$; + L(m + [21) = L(m + 1), 
imj imi 


Wk, ARDEREA AR CREARA E REVE RA 
题 的 允许 解 中 达到 ， 


$2 覆盖 问题 的 割 平面 算法 


对 覆盖 问题 《COP)， 当 C > 0 时 ,常常 可 能 根据 下 述 的 简 
单 规则 ,将 问题 化 简 ， 

化 简 规 则 1 车 4 的 某 一 行 a; 是 一 个 单位 向 量 ,例如 oi 一 1， 
aum 0 《对 所 有 的 了 天 k) 则 必须 取 1。 由 于 x 一 1, 在 4 
的 第 下列 中 ,凡是 元 素 为 1 的 行 ,条 件 都 已 得 到 满足 ,因此 ,可 将 这 
HTNB k IRH. 

化 简 规 则 2 ARET ,和 o,， 使 得 a, > a,， 则 第 七 个 
条 件 可 以 去 掉 。 因 为 它 是 第 ?个 条 件 的 推论 

化 简 规 则 3 若 有 4 的 其 列 指标 集 3， 以 及 水 一 个 列 措 标 
#5， 使 得 


>; G; Z Gk i= l,m, 
jeg 
H 
D C < Co 
iss 
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则 显然 第 不 列 可 以 去 掉 , 即 x, 在 最 优 解 中 可 取 为 堆 
这 些 规 划 虽 然 简单 ,但 是 ,实践 证 明 ,在 计算 时 很 起 作用 。 
对 4 的 任 一 询 指 标 子 集合 了 了, 定义 向 量 C) 一 《se 
如 下 : 
z = T Ñ i€ d, 
0, jé7. 
侵 如 7 的 关联 向 量 x(J) 是 覆盖 问题 的 允许 解 ， 则 称 7 A-t 
m. BIEBER E, 有 一 个 指标 j, 使 得 NG 仍 是 一 个 覆盖 ， 
BJ 


Dion aal, i= I, e,m 
téJ 


则 称 EARR, DRAMER SEAS, 
BURALAR. MAJ 中 的 一 个 指标 CREJ RAME 
标的 充 要 条 件 为 : . 


o= |> ai — s = 1] = 9, 


因为 C > 0, KN 3SIPIRERJETUW ASAF —- EREE. 
定义 线 往 规划 问题 〈 急 为: 
min{Cr| d: > 1, z 2 01, 
AAE 0,1 BE, C > 0, k (P) 的 最 优 解 必 满足 条 件 
Ori 
设 (P) 的 基本 最 优 解 为 2*、 对 应 于 守 ， EAE TF: 
= [zf], jm 1 n, 
显然 , z* 是 覆盖 问题 《COP) 的 一 个 允许 解 。 记 
J* = {ji ml, 1<;ji= n), 
HU J" k FR, BR 一 定 是 基本 覆盖 。 从 J* 中 逐个 地 减 去 过 
RERA, TACERE, EEJ" 
定理 7.5 若 J 是 一 个 基本 覆盖 ， 则 G) 是 (Ë) 的 一 个 基 
本 允许 解 ， 
证 明 : 因为 了 是 一 个 基本 覆盖 ,所 以 y 中 无 过 程 捐 标 , 即 对 任 
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窟 的 《EJ， 必 在 在 某 一 行 i, 使 得 
s| 一 1, a 一 0， 对 所 有 的 JEMAL AIE KITEA 
后 ,由 了 的 列 构 成 的 4 中 子 和 矩阵 , 必 可 表示 成 如 下 的 形式 : 


了 中 的 列 
1 
| va) 
A; 


LRTI AR TEE, 因此 ，x(J) E F) 的 一 个 
基本 人 允许 解 。 证 毕 ， 
KRHS (P) 化 成 标准 形式 : 
求 min Cr, 
ME dr—iy=1, x > 0, y 20, 
这 里 的 I 表示 m X m BJ iñ ir ERE, 
不 妨 可 设 ，y 一 (1.2... k. Ei, 将 行进 行 适 
妆 排 列 后 , 抢 阵 4 和 向量 上 可 表示 成 如 下 的 形式 
C 一 《CrCn)， 
1 . 
$ = °. 1 fu , 
An An 
CIKA FISA 


因此 ,对 应 于 x(J) 的 基 矩 阵 苛 取 成 如 下 的 半 三 角形 式 : 


'. O 


B(D)= “1 


An 
Weyer 
J 的 列 一 J 中 的 到 


定理 7.6 对 应 于 任何 基本 发 莹 J 的 基 第 阵 BU), 必 满 足 
B(U> = BC). 
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证 明 : 不 妨 可 设 
i 1 
BU) 一 (i n) 
其 中 1, 和 1; 都 表示 单位 矩阵 , 则 容易 大 出 _ 
l 0 L 0 
BCEG) = (ar — Ld 1.) = CG L ). 
证 毕 ， 
对 给 定 的 基本 覆盖 T, 为 了 书写 简单 起 山 , 我 们 记 
BF 一 日 (一 了 ID， 
Cg => (C,,0), 
4 一 (4 一 门 ， 
ë 一 《CCxwy07， 
N = {ls n]. 
根据 单纯 形 算法 , 对 线 些 规划 CMA, mr O RRRA 
条 件 为 
CBAC, 
设 
_ fh A — 0 
am m” À 0 ah 
让 P,G € N) 表示 A PRIA, MARHA rba 
为 
C P — C < 0, 对 所 有 的 JEN. 
假设 B(J) 不 是 (Ë) 的 最 优 基 , 记 
Q = (HC P — C > 0, JEN}, 
ZH FA 55- AEA Jt, 使 得 
Cr) < C<(J), 
HJ z(J*) — (xP, 必须 满足 
RIL., 
leg 


现在 ,我 们 称 条 件 
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Sizi 


1 名 
XN F 3k k Kas J 的 割 平面 ， 

AAAA m PKy bir 3K Pa PF: 

HRL 车 4 中 有 一 行 全 为 堆 , 则 步骤 终止 ， 问 题 无 允许 解 。 
相反 , 任 给 一 个 覆 益 ， 以 它 作为 初始 的 记 条 J, W >t — CU), 

P2 AAEREN 1,2,3， 尽 可 能 地 化 简 癌 题 (COP) 和 
约束 条 件 的 矩阵 4, 假 如 经 过 化 简 后 ,已 经 能 完全 确定 问题 (COP)》 
的 最 优 解 , 则 步骤 终止 。 否则 进行 步 双 3. 

PRS 求 松 驰 线 此 规划 问题 (P) 的 基本 最 优 解 2*， 并 通过 
xz*， 求 得 一 个 基本 村 盖 T*, 

PR E Cx(J*) <a, MH pk 2k lú 3 E, 将 J>, 
Cx(J*)—> >x PKISHSirip 5; Æ CI) 2 xb, WETI R 
5. 

步骤 5 对 应 于 基本 覆盖 J*， 经 过 和 运 当地 交换 行 和 列 的 次 序 
后 ,将 和 矩阵 4 和 和 向量 C 排列 成 如 下 的 形式 

C = (C*Cy*), 
l Au 
4 的 +) 
册 时 ,到 基 矩阵 为 
, L 0 
BQ") = Gi Lp 
然后 进行 步骤 6, 
3386 荐 对 所 有 的 ¿€ N*, 满足 
CPi C; << 0, Pi 为 41 中 的 列 向 量 ， 
则 步 号 终 企 ,当时 的 记录 解 zJ) 便 是 (COP) 的 最 优 解 。 相 反 ， 
置 
Q = (|C Pi — CG; > 0, JEN"), 
ARE IPE 7. 
23387 增加 割 平面 
1271» 


til, 
ieg 


Jit: EAE 
min [cz1 Az >1, > z 2 1, x20,1 mE? 
ITT. 


代替 原来 的 问题 《COP)， 转 到 步 又 2, 
因为 每 增加 一 个 割 平 面 后， 至 少 割 去 了 原 问题 的 一 个 覆盖 . 
所 以 程序 必 在 有 限 步 内 终 正 。 


53 练 习 题 


设 A= (aw) 是 一 个 mx n BJ 0,1 矩阵 , ;农闲 4 的 第 

列 ，4 中 没有 全 为 曼 的 行 或 列 。“ 开 示 妨 维 的 分 是 全 为 1 的 列 向 
E. id 

N = UD... nl, 

M == (1,-- sm}, 

P = (z€ R'|Azx = e, x= 0 1k 1, 6 NI, 

P = {x€ R*|Ar = e, x > 0), 

P = {rE R" |Ar& e, zi=> Ü HE I, € N], 

M, = {1E Mlan = 1), KEN, 

M, = MNM;,, 

N: = (ke N|a = 11, IEM, 

N, = NNN,, 

Ni — (€ N,[afa, = 0}, i € M,, REN, 


1. 证明 对 任意 的 z€ P, VA 
> 2 > xz; = 1, 


je Nis je NI 
2. 证 明 对 任意 的 z€ P， 以 及 任意 的 KEN, ie M,, ZS 
fi = > Sja 


ie Nis 
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第 八 章 背包 问题 


51 背包 问题 的 割 平 面 


有 形式 最 简单 的 整数 规划 问题 是 缘 包 问题 ; 一 个 背包 的 容积 为 
V >0, 现 有 + 种 物品 可 装 ， 物 品 i 的 重量 为 w >o, 体积 为 
J > 0, jEN, N= 1 时。 问 如 何 配 装 , 既 使 得 不 超过 背包 
的 容积 , 且 使 装 的 总 重量 最 大 ， 
设 变量 
-一 p? 物品 7 被 装 人 背包 ， 
0, Hm 了 不 装 人 背包 ， 
则 背包 问题 可 写成 如 下 的 0,1 规划 的 形式 : 
求 max wr = DY witi 
WA 
gz 一 > e V, 


74N 


RRL ;€ N. 


jasin irit S. 不 妨 可 设 ,， < V. Je N. GE 
有 基 s> V, MUA 2 = 0), H > 中 之 了 《和 不然 的 话 ， 必 有 


z = 1, j€ ND. Ik, Fin + 1 个 仿 射 无 关 的 向 量 都 是 背包 问 
题 的 允许 解 : 

0 1 0 

0 Ë 0 


: N; 2 
of \o 1 
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因此 dim(S2) = x。 不 妨 假 设 ， 变 基 的 排列 次 序 已 满足 条 件 
外 > Ü, 
对 任意 的 子 集 RSN， 定 义 关 联 向 置 z" 如下: 
1, f€ R, 
ri jer 
E ES, IRRE Sht, E eS, 则 称 尺 是 3 的 一 
个 相关 尝 。 显 然 ， 独 立 集 的 任何 子 集 都 是 独立 香 。 一 个 3 的 相关 
RC, 若 它 的 性 何 真子 尝 都 是 独立 集 , 出 称 C 是 3 A 
小 相关 集 》。 定 义 
P = (z|er =< V, 0, zx =< 1) 
旭 P 了 的 任何 非 整 数 的 顶点 4 必 旺 加 下 有 形式 : 
4m1, jE CMAJ 
# == 0, jEN\C, 


“£ = (r — >; si) | 


Jech? 
这 里 的 C 家 示 某 个 医 。 对 5 的 任意 的 图 C， 定 义 扩充 集 ECC) w 
下 : 
ECC) = CU{RIRENNC, Z max ui). 


ERI 3 C K s ñu— F88 ,, WEN 
351: < cl —1 


fe Bie) 
E S (RS 的 一 个 分 离 。 
证 明 : 设 若 和 相反 ,存在 某 x*《 $8， 使 得 
D z#> C|, Wl IRAE) > Ici 


is HC) 

报 据 扩充 党 EC) 的 定义 ,可 得 

Dybe s > > s > 51 > YV, 

ie N i&R i€ CRí1ECG)) ieg 
与 es EFE., EH, 

性 质 2, 设 C = fhs sj} ES H- R hehar 
ba 若 满足 GDNNE(C) '# $, p= min(jli E N\ECC)), ERE 
-275 


C(CNGO6bD UU) UR CCOMADU {P} 都 是 3 的 独立 集 ; 或 者 浇 
R Gi NNECC) = p, ERA (CNUDOobB5D U111 是 3 的 独立 集 ， 
蓝图 条 件 

Bas ic] — 1 
Æ st pta RE, 

证 明 ; G É: MECC) = $. 记 

F = CM}, LEC, 

URRE, 1; 都 是 5 的 独立 集 , 且 
[HNECCO = tl = tC|—i1. 
记 . 
F = CCM) U {R}, &€ ECCAC, 
则 因为 n&r, MA n 都 是 5 的 独立 集 , 且 
HANECOF = [4] = Cl — 1, ke E(CNC. 
记 
F = (CAPU {i}, i € N\ECC), 
则 因为 nS vrp MA Ñ RE S hR, E 
In E(C)] = 1E) — 1, j € NM\ECC). 

因此 ,我 们 已 得 到 5 的 = 个 独立 集 ,它们 的 关联 向 量 都 满足 

21 s= IC|—1, 

1¢ ECY 
且 容 易 证 朋 , 这 ”个 关联 向 量 线性 元 关 ， 故 这 于 移 略 条 件 是 52 69 
边界 面 ， 

Gi) 设 NNE(C)= $, WEBE (1 和 {14} SER RR Y $ 
gns tR., 与 情形 G) 相 类 似 的 可 以 证 明 , 圈 条 件 是 5* 的 边 
界面 。 证 毕 ， 

EJR3. WE C = (bojo R] ASHT h < k <: ` 
<j, W 

Č = {jEN\C, s> w), 
对 任意 的 je C, 若 
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gj. + + = < *F ej, €< 0; < g; + -- T igs 
定义 ajm h 《其 中 l&r, HulE s. +0), 则 图 条 件 的 
扩充 条 件 


Dart Dvir—!l 
FIT isc 


是 5* ti. 

证 明 : 根据 w DEL WHER Č 中 的 某 个 物品 SA TP 
包 , 则 被 它 所 占 的 体积 相当 于 至 少 装 进 了 C 中 较 大 的 m 个 物品 的 
总 体积 。 因为 C E r 个 元 案 的 楼 , 故 充其量 ,只 能 装 进 C 中 较 大 的 
一 工 个 物品 .由 此 ,命题 即 可 得 证 ， 证 毕 . 


ERA S= fren | DD ww l vezi, nezi, 
Í< N 


C = (h. j Æ SMi, h< p| <: < $, 设 
mam Sl vh 下 二 
站 | 
= 0, 1m ar 一 9 之 1， 
则 (8)* 上 其 有 如 下 形式 的 一 个 边界 面 ; 
> ajx; + S x; |C] — 1, 


jame jie 
其 中 的 a 定义 如 下 ; 没 ar as 则 
G) PE {bis Pitt tn) ERR, o=, 
Gi) 当 {vis Outs l ÆER, a€ (A, k-r 1) (EZ 
少 存在 一 个 边界 面 使 m% 一 十 1), 
证 明 : 因为 C 是 一 个 痢 , 所 以 
Rim CN ke lp'er 
WER, h,e RER, H 
2 qe ICi 1, k= 1, r, 


itc 


因此 ,分 离 
Dicl-1 


LT 
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是 (53) 的 一 个 1C1 一 1 维 面 , 设 (iolss ste ly 是 N\G 
中 元 素 的 任 一 排列 ,假设 从 分 离 
> £; < [C| -1 


出 发 , 按 上 述 排列 的 次 序 ,( 极 大 地 ) 应 用 开 高 定理 2.9, 最 后 得 边界 
面 不 等 式 
>] aii 251 = =< |C] — 1, 
ie C 1<4c 
考察 任 一 j € NNC, u, < s*< na 下 面 首先 证 明 
销 形 GA eones oo 是 独立 集 时 ,有 oj 5, 
假如 i 一 六， 而 分 别 按 顺 序 : 
haee sigasig" sioi”, 
Isite sss "aiey 
《 极 大 地 ) 天 高 后 ,所 得 的 边界 面 不 等 式 分 别 为 
Dait 21 zi < |C] —1, 
iec 


f€ N AG 
21 gat Dys |C|—1, 
ie NG jec 


那 未 ,根据 定理 2.10, 可知 ap Sap, qec RWE, RUR 
们 能 证 明 a > h, h 2 ait, WR, cj* 一 h. 为 了 证 明 as 2 h, 
不 妨 可 设 i 一 六。 定义 整数 规划 向 题 G(4) 如 下 : 


#,( d) = max l > amt > zl, 


Jemu 
满足 
了 <d, z€ B=, 
则 由 定理 2.9 可 知 
a |C | — 1 — xC — rsi). 
因为 不 等 式 


ajx; 十 hys 1C1 一 工 
je Neui itc 


ESHE (N (z|z* = 0} 的 一 个 分 离 , 故 
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nlo) iĉ] 一 1， 
因此 有 
at > x (e) — ze — nt), 
因为 vj* 之 > Phs 1>0, KA 


9 A 
>; s = e + 2 — >; va 0 +A — ty 


ET km3 
BIRRA GC 一 n) 没有 人 允许 解 x& Bs, 使 得 
xj T l, K= hk-F 1, 2 r, 
又 因为 
四 人 
则 容易 证 明 ，G(v 一 s) 必 存 在 一 个 最 优 解 < B, 使 得 
fis = 0, k=1,--* ñ, 
定义 FEB 如 下 : 
£, 一 l, Kk=1,--.,A, 
g = $, HERRI j. 
因为 21 e < nt E GO 一 gj#) 的 最 优 解 , 故 和 是 问题 G(m) 
的 一 个 允许 解 , 且 有 
sO) > ay — n) + 31 8 = s( — 9) +, 


Bit, 
ce 22 x (n) — x,(p — s;*) 2 ñ. 
为 了 证 明 ak, 下面 不 妨 可 设 ¿== 六。 根据 定理 2.9, 可 


° ici 
q= ]C| —1 — z, 
其 中 
z= max {5 z; >; pj =S p — pe, x€ 8 
fec jec 


= max {IC] 十 1 一 |> tj | < t 一 v, 
k=; 
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HEBR, {vr girs s. s9;,) 是 独立 集 , le sr” seit 是 
相关 集 , 故 
z= |C] +i—(#+ 2)= ]CG]| — — 1, 

因此 , a= |C] 一 1 一 上 一 和。 情形 《iD 得 证 ， 

情形 Gi), 当 e < vit hens {94s Pott tti) 是 相 
关 集 时 ,有 ms € (h, + 11, 

与 情形 G) 中 的 证 明 完 全 一 样 ,可 以 得 到 as 之 h. 为 了 证 明 
oay 多 上 二 1， 同样 地 ,不 妨 可 设 a= f, lia = [C| — 1— 


z= max Í1C1 +1 -i < = j. 


RRB, {rrenan BERR, {nopot} 是 
独立 棠 , 故 
z= G] +1—(kh+ 3) = ]C] — à = 2, 
因此 
zt = h + 1, 


情形 《ii AiE, EE, 
$2 背包 问题 的 解法 


递 推 函数 方法 : 
对 背包 问题 : 
marx{wrlor < V , x 是 0,1 A}, 
我 们 归纳 地 害 义 子 问 题 如 下 ; 


š t . 
Fty) 一 max {3 WIE >; g; < y, x; 0 K, th 
imi jmi 


Hh k= 1,2,2; y= 1,2,-.. V, 
FG) = 0, 当 y=< 0 时 ， 
F G) 一 0， 对 任何 的 整数 y. 
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WADER: 

(i) 当 y< VR 了 时， Fy) = F paly), 

Gi) 34 y > vhf, Ply) = mar Fialy) Pily — Vi) + 
wa} GE k= 2,3, an; y= 1,2, 
显然 ，F,(V)》 便 是 背包 问题 的 解 。 

最 短路 方法 

游 起 较 一 般 的 背包 向 题 ， 


求 min [> e;z; > a;z; = b, x; HdE fu ER h, 


其 中 ej Z 0, a; 和 b 都 是 正 整 数 (j 一 1 ,#4)。 不 妨 可 设 ， 所 
有 的 a; 各 不 相同 (因为 假如 有 某 ot 一 ai, 而 aSc WERA 
有 解 , 必 有 使 z, 一 0 的 最 优 解 , 故 可 现 去 xi 
作 一 个 定向 图 G, 图 的 点 集 为 [0,1,.… b BARNEA 
[Ga , 3) 0 < A< i=< b, HE i— h ETRA ab, 

E D E i 一 一 aj， 则 定义 弧 G. j 的 长 度 为 “ij。 容易 
看 出 ， 这 时 求 背 包 河 题 最 优 解 等 价 于 求 点 0 到 点 的 定向 的 最 短 
路 


对 一 般 的 线 福 整数 规划 问题 ， 有 了 时 世 能 化 为 定义 在 基 个 阿 俗 
尔 群 上 的 背包 间 题 ， 
ABERA RIRE CP): 
msx{zolz 一 cx, Ar — b, yx 为 非 负 整数 向 量 }， 
设 放弃 整数 怕 要 求 后 的 线性 规划 问题 最 优 基 为 好 ， 设 恒 的 基 变 重 
为 zu ;xe， 把 非 基 变 量 君 作 参 变量 , 解 出 基 变 量 , 问题 (P) 就 
可 写成 如 下 的 等 价 形式 : 


d 
求 min > Cuit 
iai 
满足 
4 
z; = 10 十 >; wylts 一 
imi 


x 20, 20, i= 1". mij= 1... d, 
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zi £ BEER, iml, tm, => 1, d. 
其 中 G 22 0, co Ü, (= 1,-" mi j=l, d). Et 
弃 基 变量 {zi xm} 的 非 负 性 要 求 ， 保持 其 整数 性 要 求 ， 我 们 
可 得 (P) 的 另 一 个 松弛 问题 (P: 
求 min S` owt, 
imi 
满足 


4 
ra = J) ratis (mod 1), i= 1," m, 
4m1 


t; 为 非 负 整数 ， f= 1,-- d, 
其 中 ram ap — layl = T mis my 为 小 于 上 BL 的 非 负 整数 ， 


48 表示 了 的 行列 式 的 绝对 值 。 通 常 称 上 述 松弛 问题 (P 2 (P) 
的 装 近 问题 ， 记 


0 
ry 
0 . . 
0 一 ep Í je 
A fe; 7, 


0 
出 (P) 可 写成 如 下 简单 形式 : 
$ min > Oiti 
满足 
2) rir, (mod t), 
n AEDEM, j= 1... . d. 
定义 集合 
R= frir = $} rno, Gas 1); n 9388058], 
不 难看 出 , 屋 中 元 素数 朋 不 超过 IBI WEHA G — (R, Uy; 


U = {(r; ir rr eR, BEER rjER, 
i 0, H r — rm ri, (mod 12]. 
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HW Cr, ry, Ë r —r = ri(mod1), MEX (r,r) 的 长 度 为 
mj. 不 难看 出 ， 这 肝 求 渐 近 向 惠 的 最 优 解 等 价 于 求 定向 图 G E, 
从 点 0 到 点 r, 的 定向 的 最 短路 ， 

租 赂 地 说 , 当 ra 的 值 较 大 时 ， 渐 近 问 题 的 最 优 解 往往 便 是 原 
整数 规划 的 最 忧 解 ， 

近似 方法 : 

考虑 背包 问题 (KP) 

max [> wi Dl em SV, =; ER 0 3 小 
1=1 i=1 


其 中 所 有 的 系数 wi n 和 V 都 是 正 整数 。 记 KP) 的 线性 规划 
松弛 问题 为 《LKP); 
max 位 Wixi > sz =< V, 0 =< z; < 1, j- 1 
imi 


41 
不 妨 可 设 ,变量 已 经 过 适当 的 排列 ,使 得 
Fip fi. p fa, 
n m p, 
WERE, (LKP) 的 最 优 解 必 可 取 为 如 下 的 形式 :〈1，…… ,1， 
2，0，……:0)， 其 中 某 个 一 1。 称 此 指标 r 为 问题 (KP) 的 界 
标 。 设 〈KP) 的 最 优 解 为 六， 定义 
f = min(j|zsP = 0, 1%;=< nh, 
六 一 maxíj]z? => 1, 1 <;= ny, 
h” min{? ,7”}, 
n= max{}',}”}, 
k — {hsi 十 1，…… 用。 
#K k X; (KP) 的 一 个 核 ， 通常 有 ier, hmi’, 不 然 的 话 ， 
六 星 如 下 形式 : (1,…,1,0,"…0)， 假 如 《KP)》 的 最 优 解 不 唯一 ， 
W a" EE G — ñ) 最 小 的 最 E, (n — h) 为 (KP) 的 
BK., RIEM: 


max > wizi 
iet 


h-1 
218 < V — 21 n B 0 81]. 
imi 


disk 


= 263 < 


为 KP) 的 核心 问题 , 记 作 《CKP)， 显 然 ，《KP) s (CKP) 等 

tr. 
Balas 和 Zemel 作 过 统计 试验 , LER 100 个 都 含有 10000 

个 变量 的 背包 问题 ,发现 除 极 少数 和 何 是 外， 核 长 都 不 超过 25, 并 

有 发 现 , 当 变 景 的 数目 足够 大 以 后 , 核 长 的 平均 值 与 变 最 的 数目 无 

关 。 同 时 ,他 们 也 用 概率 论 中 的 方法 ,证 明了 以 上 事实 ， 由 此 提出 

了 一 个 解 大 规模 的 背包 和 问题 的 近似 算法 、 它 的 基本 步骤 如 下 : 

步骤 1 排列 变量 ,使 满足 


> >... > Po, 
”, hg Wa 


#2 Æ (LKP), 设 它 的 最 优 解 为 #, RRA r 
步骤 3 选取 一 个 送 当 的 正 整数 8( 一 般 可 取 9 — 12), 
#p384 定义 
Iw —Ü0,r—Ü0+1,- sr —1, ratl, 
十 2 十 时 
1 一 坟 一 909:r 一 0 十 1…-…:r 一 1}， 
1 一 fr 十 isr 十 2 r +o}, 
PS 计算 : 
Pm max 一 ina oi, 
步骤 6 对 每 一 个 icl, EX 
5 a pt Vs 当 p, ox. < 了 时， 
i v—n — z, HHE. 
8 一 pe 当 r >e 时 ， 
—°, W p; < z hf, 
步 号 7 置 ** 如 下 : 
ap [P 4 j= r BF, 
0, 3 j= rb, 
3⁄8 E imr, WPR, z" ERRA GD tt) 
E. EE ,进行 步骤 9. 
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PEI 检查 是 否 存 在 某 个 ker, MO v 一 P, 
进行 步 且 10; 否则 i 十 1 一 i， 然后 转 到 步 嗓 8. 

#9810 j ç mF: 
0， 当 了 一 :时 ， 
1， 当 了 一 大 时 ， 

0 3 i= r, B. v+ rz, phh, 

1, 34 j= r, B. ntr > 5 BF, 
zm, 3 ji, k, r W. 


. FE, 则 


J # D> es > X eje, WERE iH 一 i， 
i š 


然后 转 到 步骤 S; #2 wti =< >: war, W 了 十 工 一 
32 e, 


i， 然 后 转 
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51 基本 概念 和 性 质 


一 个 货 并 ， 从 家 出 发 ， 要 经 过 若干 个 预先 确定 的 村 子 ， 然 后 
回 到 家 。 假 定 已 经 知道 ， 每 两 个 村 子 间 的 距离 。 问 应 该 如 何 选择 
行走 路 线 , 使 得 经 过 每 个 虱 去 的 村 子 , 且 使 总 的 行程 最 短 ? 用 图 论 

言 ,可 叙述 如 下 : 给 定 图 G 一 [了 ,8] 及 边 长 dCe)(e € E), F 
求 G 的 一 个 使 边 长 之 和 最 小 的 哈密 尔 申 圈 。 以 后 ,我 们 把 哈密 尔 
贤 图 简写 为 “如 - 贺 "。 由 于 理论 和 实际 的 和 需要, 近 40 ER, KBBI 
题 成 为 运筹 学 中 的 几 个 重要 问题 之 一 ， 

1954 Œ, G.B. Dantzig, D. R, Fulkerson 和 S$. M. Johnson, 
通过 引信 *“ 子 图 不 等 式 ”"， 首 先 将 货 郎 问题 形成 为 一 个 线性 整数 规 
划 问 题 。 

不 妨 可 设 ,G 是 一 个 完全 图 (那些 不 属于 原来 图 上 的 这 的 长 度 
都 取 足 够 大 的 值 )， 定 义 完全 对 称 的 有 向 图 G= (V ,U) WF: 

U = {Ci Dli #j, i€V, EV}. 


MCDA GD BE Sp li 1 的 长 度 , 记 作 duf = dy). 
定义 0,1 变量 入 如 下 : 


， j 货 郎 的 路 线 是 从 i EH j, 
” l, #5, 


现货 部 问题 可 以 写成 如 下 的 0,1 规划 形式 : 
求 min > d;ixiis 


满足 条 件 
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>; sy = 1, jéV, 
fui 


Slzi= 1, €V, 


biti - 


> z < ls! —1, é = SCV, $= V, 


MARW Ri. 
1973 Æ, V. Chvátal 很 据 哈 审 尔 顿 罚 (与 - 轿 ) 基 一 个 连通 前 
2- 匹 酌 ， 将 货 郭 向 题 形成 为 另外 一 种 形式 的 线性 整数 规划 问题 ， 
设 G— [V, E] 是 * 个 点 的 完全 国 。4 是 如 的 点 边关 联 氟 
PE, dele € F) 表示 边 。 的 长 度 。 对 任意 的 $ = W CV ,定义 
E(W) = ([i lli ji, EW, j € W). 
a(W) 表示 集合 E(W) (W T)B)BJSS ER E, 
8(v) 表示 关联 于 5 的 边 的 集合 ，v EY， 
zo) = I 所 求 的 H- 轿 经 过 c€ E, 
0, 相反 ， 
则 货 部 问题 可 以 写成 如 下 的 0,1 规划 形式 


求 min > d(e)z(e), 


HERH 
3) sle) = 2, e€ V (BI 4s — 21}, 


stair) 


> eaill, 6#= WcCV, 
e€ EW) 


(EH (Wea | 全 | —1, $ = WOV). 
所 有 的 e) WIRI 
因为 2 匹配 的 凸 包 ( 砚 第 四 章 $ 4) 是 
>, se) = 2, e€ V, 


stir) 


5) =G) + DH OLAN + 过， 


对 所 有 的 梳子 “5. F”. 
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0 < x(ez)< 1, 对 所 有 的 ¿€ E. 
所 以 ， 估 们 自然 地 会 想到 用 下 述 线 性 规划 癌 题 去 追 近 货 部 问题 : 


min >; d(e)x( e) 
Es 
福 足 条 件 
> z(e)= 2, e€ V, 


46 4K0) 


BEOS OAK +E, 对 所 有 的 柿子 "8. F.” 


#6 8i 


>  z(z)< !W| — 1, #= WCV, 


s€ KO) 

0 = z*(e)=< 1, WARAH eé E, 
V. Chvátal 称 上 述 问题 为 弱 货 部 问 题 。 

让 KK, 表示 * 个 点 {1,2 sw} 的 完全 图 , 0? AR 天。 中 的 
哈密 尔 顿 图 《1- 盟 ) 的 关联 向 量 的 凸 包 ， 下 面 我 们 将 证 明 , 磁 货 部 
问题 中 的 约束 条 性 ,都 是 OQ? 的 边界 面 。 

首先 ,请 读者 自己 证 明 图 论 中 的 一 个 性 质 ; 

性 质 1. 设 G— [V,E] 是 # 个 点 的 完全 图 ， 上 表示 非 负 整 
数 。 

G) # = 站 十 1， 则 @ 中 存在 # 个 边 互 不 相交 的 矿 转 
使 得 

E= T,UT,U--. UT, 

Gi) 着 n = 2k, BlGrH#F4E2 E S 4 3 BJ k — 1 + H-H 

TT, T a 隐 必 一 个 (完美 ) 医 配 M, 使 得 
E = T/UT,U--- UT, UM 

BE R2. 当 n2>3 时 ， 多 面体 207 的 维 数 dim 85 为 

+ na(s — 3). 


证 明 当 # = 3 时 ， 只 月 一 个 哈密 尔 顿 图 ， OF 是 一 个 点 ， 因 
J, dim QF = 0, 
因为 对 任意 的 z€ Qf， 有 Az 一 21, AA 
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dimọ? <= D — n= r 3). 


为 了 证 明 等 式 成 立 ， 我 们 只 须 说 明 0; 中 包含 Ł s(n— 3) +1 


个 线 件 无关 的 如- 圈 的 关联 向 量 ， 
Ga) @ s= 2k -+ 2, k HERR. 让 Ku 表示 # 一 1 个 点 
{1 ,2,.…,# 一 1} 的 完全 图 。 根据 性 质 1, 它 的 边 集合 可 以 分 解 
成 个 互 不 相交 的 ,长 度 都 为 一 1 的 HH- 图 之 和 : 
E = TUTU UIT, 
对 每 个 T,= 说 i h RIRAL [i i... HERM 
和 人 点 ?的 办 法 ,构成 z 一 1 个 长 度 都 为 # 的 H- 图 Titr 一 1,.…， 
s — 1): 
Ta m Cisnyirsiss t s l isi) 


T | 一 Cisi ,i3; ne siais)» 


Tima = Cisi" "ian l-i) 
Tini = (ii | ;> 
在 它们 (关于 边 ) 的 关联 和 矩阵 中 ,包含 一 个 ,Cn 一 1) X (a 一 1) 的 ， 


如 下 形式 的 子 选 阵 : 
011…1 


101 1.1 
Jam] io :| 
: s... 1 
11... 10 
全 部 Talim ls 8; j= 1... 1) 的 关联 第 阵 中 ， 包 售 
一 个 Kn 一 1) X Á(n 一 1) 的 如 下 形式 的 子 和 矩阵 : 


hai 


因为 kKa— 1) = nla — 3) + 1, UEM 所 以 ， 
dim Of = nn — 3). 


(b) n 一 2k + 1,k KT 1 的 整数 ， 让 天 ,表示 *# 一 1 
个 点 {Tl2,…… 和 一 1j 的 完全 图 。 根据 性 质 1, 它 的 边 集合 可 以 
分 解 成 k—1 个 互 不 相交 的 H- 8: {T,, Tite Ti) ,> 以 及 一 
个 死 配 之 和 。 不 妨 可 设 ， 

M = {12],[3,4],,[n — 2,n — 111. 

和 情形 (a) 中 相似 ,使 用 在 T, 的 这 中 间 插 人 点 # 的 办 法 、 可 
以 构 戌 太一 DCw 一 了 个 长 度 都 为 #* 的 HH 图 T G 一 1,2,.…， 
k—1;ij=1,2,... n — 1). 

定义 

T,= (1,2,3,-. . n —2,n— 1,1), 
使 用 在 T, M 的 边 中 间 手 入 点 4 的 办 法 , 构成 个 长 度 都 为 + 
的 -图 TyG 一 1 D: 
Ta = (1,n,2,3,.-. n — 2,n —1,15, 
Ta = (1,2,3,n 4," n — 2,n — 1,15, 


Ta >= (1,2,3,4,:". n — 2,n,n — 1,1). 
不 难 证 明 , 全 部 了 1 的 关联 年 阵 中 ,包含 一 个 
[(& — (n — 1) + K] X [((& — 1)(n — 1) +k] 
RJ, TEARTEK: 
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因为 UD D +k= d aG — 3) + 1, |J| = 0， 所 以 
dim Qz 一 Zala 一 3). 证 毕 。 


性 质 3 对 0 的 每 一 个 边界 面 也 ， 必 存在 向 量 a 之 0 及 数 
qo > 0， 使 得 
z€ OZ => az < a 
P — {rls€ Of, az = uj. 
IH: 因为 
z€ Q > Me) = n, 


所 以 ,对 rE Oz, 条件 ax =< a, 等 价 于 
(a + 11)z = a tin, 246 zX, 
因此 ,不 妨 可 设 , Oz 的 所 有 边界 看 条 件 az =< oo 都 满足 2 0. 
福 质 4 设 az =< a E Qz 的 一 个 边界 面条 件 ,# 2 0. 记 
E, = {e € Elo(e) > 01, 
N, | ü € V]; 是 了 中 某 个 边 的 端点 }， 
G,= [N.,E.], 
则 或 者 G 是 一 个 连通 子 图 ; 或 者 ,对 Or 而 吉 ， 存 在 两 个 等 价 于 
ax = aç 的 边界 耕 条 件 
bz < b, f cr = ras 
使 得 
>= 0= c, a= b + c, a, = b, + i 
且 4 不 能 表示 成 b, 
YED: GREB, [VE] 是 G。 中 的 某 个 连通 子 图 。 显 
#, IVl > 2, 定义 
ale), e € É, 


B) = b, 相反 。 
b, = maxí(bzx|r € 0$}, 
V,— V\Y,, 
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E, = {[i,j]€ Eli EV, jEV} 
a(e), e€ E,, 
‘0) 一 人 ”相反 ， 
cam max{cx|* € OF}, 
显然 , 520, c2 0, b 0, c>: 0, ambte, a< b "F css 
a KERR 1b R Aic, bz < b, Ñ cz <, 都 是 97 的 分 离 面 ， 
且 存 在 H-E T, 和 T,, 使 得 它们 的 关联 向 是 T 和 z”: 满足 
bx = b, JA cx! = c, 
由 于 二 和 e 的 非 负 任 ; 由 于 对 任何 的 。# E,U BE:， 均 有 
ble) = cfe) = ale) = 0; 
LATGA, RIIN, TAE 和 T, YE, 分 别 是 子 
图 I7，,B,] 和 [Vs,E;] 中 的 H- 链 。 送 当地 选取 一 些 E\(E,U E,》 
中 的 边 , 可 将 链 T, VE, 和 T, 1 E, 串联 起 来 ， 得 到 一 个 H-E 
T,, 使 得 (TN EDCT,，(Ts 站 BB,)CT,， 且 使 它 的 关联 向 量 < 
满足 


BxTs == bs czTa w ca, ba H cp m az! < go, 
Ik, a, = b, + e, 
HE Ein 3 H-E 7,, 使 它 的 关联 向 量 x7 满足 ax 一 
as, BÈ, 
bre < b, RE cr < c, 
HK, 
ay == gxi = bx” -p exta < b, + e, = a, 
HHFA. WIERA x EOF, 
az = a, => bx = b, 31 ¿x = c, 
WH, 
性 质 5 设 4 是 完全 图 天 ,的 (点 - 边 ) 关 联 和 矩阵 ， 设 az < a 
是 g: 的 一 个 分 离 ， 记 
H(a) 一 {zr|x € Qrar = aj). 
设 Hla) Ad. FRAR AEN: 
G H(a) 是 Q; 的 一 个 边界 面 《 即 不 等 于 O BRAT). 


n392 a 


(ii) 对 0# 的 任何 分 离 z< a, 当 满 足 : H(C0)ƏH(a), 
万 (ao + Qz 时 ,就 有 AER 及 数 x 0, 使 得 lÁ + wa = a', 
WHA: (Gi) => Cii). DA H(a)》 是 一 个 不 等 于 8# 的 极 大 面 ， 
E Q? H(a'yƏH(a), 所 以 HC) = Hla). ADFER, 
z€ Q, Et 
Ax — 21, o < a, az < as, 
Ax” = 21, a'x” = a3, ax” = aç 


FA EBE 


的 秩 为 n 十 2。 因此 ,边界 面 


H(a) = (z|x € Qz, ax = a,, a'z = a) 
的 维 数 dimH(a) < 二 xn 一 1) — (n + 2) = dimọ? — 2, Ë 


相 矛 盾 。 疡 以 ,方程 组 44 十 ma 一 和 有 使 == 0 的 解 。 
Gii) => (i)， 选 取 一 个 Qz 的 分 离 az < as W H(a) 是 

一 个 包含 HCa》 的 边界 面 ， 因 为 存在 茶 v, <” € Q?， 使 得 

AX = 21, BX <a, ay < a, 

Ax" == 21, a'z” = a), ax” a, 
且 存 在 16 R° 及 数 => 0, 使 得 

2A + xa = a', 
所 以 ,对 任意 的 = € H(a), BA 
A Ax + xar dr a = g'g” = Ax” + xar” 
= dx + =a, 

BI 


gx w Ags 
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jk, H(a) 一 H(a'), 证 毕 ， 

性 质 6 "n> 418, HERRI j, 1 < i < j < n, 不 等 式 
iSl, K Or 的 边界 面条 件 ， 

证 明 : 不 类 一 般 性 ， 我 们 不 妨 可 设 i 一 # 一 1, j= n, 35 
n == 4 和 5 时 ,容易 直接 验证 命题 成 并 ， 

(a) Er n 26, n= 2k + 2, 是 大 于 1 的 整数 ， 让 天 -我 
RTA ,2…… 和 一 2} 的 完全 图 根据 住 质 1, 它 的 边 集合 
可 以 分 解 成 3-(m 一 人 个 互 不 相交 的 ,长 度 都 为 一 2 H-T., 
Tistet Th} 以 及 一 个 匹配 MM 之 和 

Cal》 选取 其 中 的 一 个 H-E T. 不 妨 可 设 

Ty 123 一 3,4 — 2,15, 
交错 地 用 链 
Gn n— 1,j +1) È Gi,n — l,s,i + 15 

依次 善 换 ,中 的 边 [jj 十 1](j = 1, 3), HHB(n—3) 
个 长 度 都 为 #* 的 H- 图 T: 

T= nn Oo 1,2,3,4; — 3,n— 2,1), 

Ta” (l1,2,n — dd sR — 3,n — 2,1), 

T.=(1l,2,3,n, n — 1,4,-" — 3,n— 2,1), 


T = (1,2,3.4,-.- . n — 3,n,n — ln — 2,1). 
(a2) 在 上 述 的 各 个 Ty; 中， 将 点 # 与 # 一 1 的 位 置 交 换 后 ， 
又 可 得 (n 一 3) 个 长 度 都 为 的 站 -图 了 5; 
了 和 一 《1 一 1 822 3 4 一 了 一 2,15, 
Ta = (1,2,n n — 1,3,4, n — 3,n — 2,15, 
Tis m (1,2,3,n — l,a — 3,n— 2,15, 


Tini ™ (1,2,3,4,-.. n — 3, — l,t,n — 2,15. 
(a3) E 
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Tis- (1,23, 8 — i,s—,nn— 1,1), 
(a4) 串联 MM 中 的 边 ， 扩 展 成 Ka HRA H-E Tu. 3 
Tis, Tistet, Tia 以 及 Ty， 我 们 逐次 用 链 Gs 一 181》 代 
替 图 上 的 各 个 边 fi, 六 《对 Tw 只 用 中 的 边 ), 可 得 
[Loe y J @-2D++G 2 
+ x, 中 的 H-I, 
@—3+G@-5+i+|L-G- =] (n — 2) 


l (y — 2) l nfn 
TD a3) 


+ K, 中 的 H-Bl, X -图 都 包含 了 这 [o — 1n] EDAR 
这 些 H-EI03: BOEEE, jz D rh e TEAL: 
[1,n],[n — 1,n], 
[k.n], 2 k n — 2, K AER, 
[hn — 11, 15k< n — 2, k 203, 
就 可 得 到 一 个 | 二 wa 一 3)] x == 3)| 的 子 短 阵 p. 和 


当地 排列 行 和 瑰 的 次 序 后 , D' 可 写成 如 下 的 形式 : 


其 中 
oag] 
SS, 
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Jaa 和 7 BERLEN 2 的 证 明 。 因 为 
[P| 0, |7| = 0, 所 以 ID'| = 0, 

(b) 对 s= 2k+ 1, k 为 大 于 2 的 整数 时 ， 可 类 似 地 证 明 。 
证 毕 。 

性 质 7 当 # 之 5 时 ， 对 任意 的 17,1 所 i 之 j 所 n, 不 等 式 
za 之 0， 是 O 的 边界 面条 件 。 

证 明 : RR- RIRH, ims 2, i= n — 1. 
当 4 = 5 和 6 时 ,容易 直接 验证 命题 成 立 。 

G) 在 完全 图 K, 上 ,应 用 性 质 6, 可 得 十 (# 一 1)(4 一 4) 


个 ,都 舍 有 边 [a —2, n— 11 的 , 线 肉 独立 的 ,长 为 # 一 1 的 HH- 
m. 用 链 : (n— 2,n,n — 15 代替 边 [s 一 2,# 一 1] 后 ， 就 可 
得 到 ,中 的 ， + G—DG—O 个 线性 独立 的 ,都 不 合 边 [a—2, 
# 一 1] BJ H-H. 

(b) 在 Ka 中 任 选 一 个 包含 链 :; GQ 一 2,1,n 一 1,2》 的 长 
Xs iH., RERA»! SEAL 一 2,1],[1,7 一 1] 
Fis — 1,2] 后 ,可 得 3 + K, 中 的 H-H, CIETA A [s 一 2, 
# 一 1]. 

(c) 对 3 所 1 之 一 3， 我 们 再 任意 地 构造 3 — 5 A+ Pra] e 
有 [i,#] 的 ,但 都 不 售 挝 [n —2, n 一 1] 的 ， K, 中 的 H-H. 

至 此 ,我 们 已 构成 

LG- DG 4) +3 (n= 5) = +G — 3) 


个 都 不 含 边 [一 2,= — 11 的 H-BE. 
不 难 证 明 ,这 些 丘 - 圈 的 关联 矩阵 的 秩 为 + nCs 一 3)， 证 毕 。 


性 质 8 W G=[V.,E] = K,, nZ 6, W, = [u,s, YC, 
Wim [s,m], W, = [vn] W, = lwe E =< {WW WS 
E. W| 6 698 “W.,F” HRSA: 

Ear Tup 十 z, 十 xue + z... zç, < 3 
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是 好 的 一 个 边界 面 不 等 式 ， 

证 明 ; 对 * 一 6,7,38， 容易 直接 验证 命题 成 立 。 因 此 ， 可 谱 
# 区 9。 不 失 一 般 性 ,不妨 可 设 ， Ni i wmg—?2, 
W443 1, 

(a) Æ K.s 中 ,应 用 性 质 6, 可 得 地 (a 一 3)(# 一 6) 个 线 
性 独立 的 ,都 含有 这 [n — 4, — 3] 的 ,长 为 * 一 3 的 有 -图 , 用 
链 

CW — 4,n,n — 2,n — 1, — 3) 

RÈ [一 fs 一 3] 后 ,可 得 栓 好 包含 梳子 “WW,，F” 中 4 条 边 
的 ， +e- 3)(s 一 6 + K, 中 的 H-E, 


(b) 在 K.s 中 ,任意 的 选取 一 个 包含 链 : 《# 一 4,1,n 一 3》 
的 H- 图 ,然后 ,分 别 用 链 (a 一 4n, 一 1 ,8 一 2,13 和 《1 一 2， 
#8 一 1,# 一 3》 REA [s — 4,11 和 [la 一 31 后 ,可 得 恰好 
BARF “Wer” rh 4 39892 个 外, 中 的 H- 略 ， 

(c) 在 K, 中， 任意 的 选取 一 个 包含 链 《s 一 4.5 一 3,1) 
的 上 8- 图 、 然 后 ,用 链 <n 3,n— Ln, 一 2,1》 人 代替 边 [sn — 3, 
11 后 ， 可 得 恰好 包含 柜子 “WW,P” 中 4 条 边 的 1 个 KK 中 的 下 - 
Bi. 

(d) 用 如 下 方法 构成 3(s— 3) 一 3 TREA H-E: 
(i) 要 求 它们 都 经 过 边 [n 一 4,n), [sa — 3,n — 1] 和 [1， 
s — 21. 

Gi) 经 过 [na in] 以 及 某 个 不 属于 梳子 “Ws,F” 中 的 边 
[s ~ 2,j], (1 < =< n 3); 

或 者 经 过 [n 一 2,# 一 1] 以 及 某 个 不 属于 梳子 “多 F” 中 
的 边 [2 让，《1 i= n— 35; 

或 者 经 过 [s 一 2, n] 以 及 某 个 不 属于 “Wo F” 中 的 边 
[s — i j] U < j < s — 3), 


# Er 81138 FR r 一 3) + H-W, TREERE 
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E Wof” HJ 4 2:38, HPEH EMAKAT. 
证 毕 。 
性 质 9 B 624, K, = IV,E]J, Wc V, 2 =< [F] < n— 
2. MRH 
a(W)x < wil 
基 信 的 一 个 边界 面条 件 . 
证 明 : 不 妨 可 设 , s> 6。 对 # 一 4 和 5， 容易 直接 验证 ， 也 
不 妨 af ik, 3< |W| =< [s — 3|, E W = {1,2 kh 3=< 
k&n 3. 对 [W] — 2 或 # 一 2 时 ,可 由 性质 6 推出 ， 
设 bz < 5, E Or EAR W Je : 
(z€ Q;l|a(W)z m [W] — 118(z € 92|5z = bo}, 
下 面 ,我 们 将 证 明 存 在 26 R° 及 数 e > 0, 使 得 
b = aa(W ) + 1 A, 
由 人 性质 5, 命题 即 可 得 证 。 
让 As 表示 4 中 对 应 于 边 集合 FAAARA TERE, W 
FP m {01,i]]i = 2,... ,sYUT2,31, 
M| fA 一 土 ?， 因 为 对 任意 的 26 Rr, 34 z€ Q 了 时, 条件 
br = (24 4- b): =< 2 11 + Bb, = Ps 
等 价 于 brah 又 因为 14p| A0, 我 们 必 可 找到 一 个 适当 的 
414， 使 得 满足: 
Bml,im2,...,k, 
b 一 人 imk tl, 
ë, = 1. 
下 面 ,我 们 说 明 这 时 的 5 已 同时 满足 条 件 : 
Gi) #5 = 1, 1 i < =< k, 
Gi) i= 0, i€ (1, k]; jE{k +1, nb, 
(ii) 5; — 6, k-+ 1 < ; < j =< n. 
对 情形 G), 我 们 只 看 hua HRADE AZAR MEN. 
考虑 两 个 H-E 
r Cl k A — 1,:-.,4,2,3,k T 1... . n,15, 
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Ty 
唱和 + 的 关联 向 量 x"' 和 x": 都 满 尼 条 件 : 
a(W)z = |W| — 1, 
根据 假设 ,因此 也 都 满足 条 件 : 
Bx = $., 

即 

0 一 pz — Pa: — B, + F — b — Ba = 1 — Bas 

£, =L, 


对 情形 《ii), 我 们 只 肝肠 ,。 其 余 的 可 以 完全 类 似 地 证 明 。 


HERA H-H: 
r= (1,2,3,4,-. . n,15, 
t= (2,1,3,34,-- . ,n,.225, 
Mi rs A r, 的 关联 向 量 xs 和 z+ 都 满足 条 作 : 
a(W)=z= — |W] 一 1 
根据 候 设 ,因此 也 都 满足 条 件 : 
Bx = bs 
pp 
D 一 Fas 一 bx" = ba + Bin — Ba — P, = 一 六 
对 情形 《iii7， 我 们 只 证 明 : 
Brn 一 Bitia = f, G= K+ t FLEES n — 1). 
其 余 的 可 以 类 似 地 证 明 . 
考虑 两 个 H-E: 
r, = (1,2,3, 十 1 
r= {1,2,3 e" k i 1.0 n k + l,e 125, 
它们 的 关联 向 量 zm, er 都 满足 条 件 : 
e(W)z = |W| — 1, 
根据 假设 ,因此 也 都 满足 条 件 ; 
Br = Bs 
BH 
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0 — Br" — Bat = Dyan T+ iat + Bin — Dg — Ditis 
一 = Br 一 Bitis’ 
Bi 一 Bituss 
由 条 件 C) Cii) Cii, 可 得 
Bx — a(W)= + #a(VNW)e, 
B = Be | 1 (VNI — D), 
5B H-H: 
Ta (1,n,2 °. k,kK + 1,... Oo 1,15, 


内 为 
Er = |W | — 2 + VW — 25 < š, 
-|F| —1+ KIWI — 1). 
所 以 
> —1, 
取 ¿< R° 如下; 
u=- £, a FIERET F 
L= £, iS kl, n, 
取 
a= 1 +Ë 2>0, 
WI 
£ = (W) + 14, 
证 毕 


性 质 10 i > 疡 8 天 一 [5]， 则 对 任何 的 梳子 S.P”, 
不 等 式 : 
51 eo) + 51 Ce) < [si + 也 一 ! 

£ F 


ERIS) 


是 Q: 的 一 个 边界 面条 件 ， 
这 个 定理 的 证 明 很 长 ， 读 省 可 参阅 M. Grötechel, M. W. 
Padberg 的 文章 “On the symmetric travelling salesman 
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problem”, Math, Programming 16, 

证 明 的 思路 是 从 最 简单 的 ，5 个 边 的 税 子 不 等 式 《 见 性质 8) 
开始 ,利用 一 系列 的 精致 的 升 高 定理 ,证 明了 扩大 后 的 各 种 统 子 不 
等 式 仍然 是 Q: 的 边界 面 ， 


5$2 算 法 


这 一 节 中 所 介绍 的 算法 ,是 M. Gritschel 和 M, W. Padberg 
首先 提出 的 。 他 们 综合 地 运用 了 分 枝 估 和 穷 、 割 平面 和 整 点 出 包 等 
概念 。 而 这 里 所 用 的 制 平面 是 整 点 出 包 的 边界 面 。 因 此 ， 可 以 认 
为 是 使 用 了 最 好 的 审 平 而 。 他 们 在 实际 计算 时 ， 已 收 到 了 很 好 的 
效果 。 虽 然 , 这 里 是 针对 货 部 向 题 丢 述 了 算法 ,但 是 ， 程 序 的 框架 
是 适用 于 一 般 的 整数 规划 问题 的 ， 实 际 E, M. W. Padberg Š 
人 ， 也 已 经 开始 在 背包 问题 . 选 址 问题 .集合 履 盖 问题 等 特殊 的 整 
和 数 规 划 问 题 中 ,应 用 了 整 点 凸 包 边 界面 作为 割 平面 ,建立 了 新 的 寡 
平面 算法 ， 

给 定 图 G= [VE], URK dle), Cec E), 

把 货 部 问题 写成 如 下 的 0,1 规划 问题 (P): 

min > d(e)z(e), (12 


sE 


HERH 
= z(e) 一 2， 对 所 有 的 e€ Y, (2) 
sy 
È z(e) 之 2， 对 所 有 的 o = SCT， (3) 
8(35 
z(e) 20 32 1, 对 所 有 的 e€ E, (4) 
其 中 


Slr) m {eje € E, 关联 于 中， 

a(S) = [S,VNS], 
记 满 足 C2),《3),C4) 的 x 所 构成 的 集合 为 F) WECM (4) 
的 * 是 2 匹配 , 它 的 中 包 是 ; 
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>; zle) 一 2 对 所 有 的 ee V, (5) 


Etir) 


D (O+ >< s) + ELL, 
sz 


ERS 

HARARE “S.F” (6) 
〈 见 第 四 章 $ 4), BAAO) GG) (52, (6) 为 货 部 问题 的 线 
HERRE, fE (D. 让 一 些 xfe) 的 值 固定 为 1， 另 一 些 
z(e) 固定 为 0 后 ,可 得 一 个 子 问题 下面 的 树 形 图 ,表示 将 《〈P) 
分 解 为 三 个 子 问题 之 和 .。《P 表示 已 取 定 了 两 条 边 e 和 e,; (P,2 
表示 已 取 定 了 e, 但 不 取 。 等 等 。 


让 = 表示 尚未 探 明 的 , CP) 的 子 问题 的 记录 表 。 A ERO) 
的 一 个 已 知 的 允许 解 ( 即 菜 个 H-E). =# 表示 x* 的 目标 函数 值 . 
称 x* 为 记 菏 解 ,*? 为 记录 ， 各 于 间 题 ,赋予 目标 函数 信和 的 下 界 估 
计 信 。 

FEl É rm {CP)}, xt = $, zf = too, 

步骤 2 若 == +, MPRE, x* EE (P) HRR 
如 在 在 的 话 )。 否 则 ,进行 步骤 3. 

步骤 3 从 = 中 取出 一 个 使 下 界 值 最 小 的 子 同 题 , 记 作 
(CP), a\(CP) zx, 

步骤 4 利用 字典 序 单纯 形 算法 ， 求 解 子 问题 CCP) 的 松弛 
问题 (CP): 

min >; clejrle), 


e€8 


满足 条 件 
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>) (e) =2, e€V, 


e#E3(ry 
0< x(e)= 1, e€ ÉE, 
x(e) = 1, # x(e) Æ (CP) 中 已 固定 为 1， 
r(e) = 0, 若 xe) Æ (CP) 中 已 固定 为 0. 
SES & (CP) 的 最 小 值 > rt, 刚 转 到 步骤 2。 否 则 进行 
步骤 6. 
UR 6 ERE (CH 的 最 优 解 和 是 一 个 H-W. Wig z $P 
骨 12。 否则 ,进行 步骤 7。 
步骤 7 对 应 于 3, 构造 一 个 网 络 各 。 让 边 。 的 容量 为 Ce). 
然后 , 求 台 的 最 小 截 集 5(3)。 
步骤 8 若 D, Ce) > 2, MEADE 10; 否则 ， 进 行 步 又 


PI 增加 割 平 面条 件 : 
>; z(e) 22, 


Ætti) 

改进 松 驰 问题 《C 关 )， 继 续 用 字典 序 单纯 形 算法 , 求 (CP) 的 最 
RE. RE EIPRE S5, 

PEL 对 应 于 网 络 G, 通过 下 述 方法 ,构造 一 个 新 的 网 络 
G: 

步骤 10.1 ”首先 在 G SRA e [vw] 中 间 , 插入 两 个 
新 的 点 PE BZR: [s,e,], [ers eo], [fus wl. 定义 边 
lesen] 的 容量 为 Ole, e] 一 1 一 ECe); H lore] A enel 
的 容量 为 0[vr,e,] 和 QLe,,w1， 它 们 都 等 于 Ile 

29 102 将 台中 的 每 个 (原来 的 ) 点 sv， 替换 成 两 个 互 不 关 
联 的 点 sym。， 车 [e,e,] 是 边 , 则 Ense] 和 [ve,] 都 是 边 ， 卫 
它们 的 容量 Ql[s,e,1 和 inse, 都 取 为 zle). 

步骤 11 求 网 络 G ASP abs 3(35)《 从 定理 4.8 的 证 明 
中 ,我 们 知道 , G 中 的 奇 鹤 集 不 等 式 , 对 应 于 台中 的 梳子 不 等 式 . ) 
车 
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